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CAPUT I. 

DE 

INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM 

SECUNDI GRADUS SIMPLICIUM. 

D e f 1 n i t i o. 

706. 

Positis binis varinbiKbus a^ et jf, si voo^*W dyTLpd^ ^tdp^^d^y 
aequatio quaecralque, relationetn inter quantitates oc^ y^ p et q d€- 
^hiens , vpcatur aequatio differoitiailis secundi gradu» inter bisas va« 
riabiles x et ^. 

C or o II ar i um 1. 

70 7. Quemadmodum ergo littera p implicat rationem diffe- 

rentialium primi gradus, dum est pziz^^ ita littera q :zz ^ im- 

plicat rationem differentialium secundi gradus. Sumto enim ut vul- 

go fieri solet, elemento d a: constante, erit 3p— -g~ , ideoque 
ddy . ^ 

Corollaritim 2. 

70 8. Quatenus ergo in aequatidne proposita littera ^ inest , 
eatenus ea est differentialis secundi gradus. Si enim q abesset, 
ob solam p esset tantum differentialis primi gradus ; ac si neque p 
neque q inesset, aequatio foret inter o: et t/, neque quicquam prae» 
terea quaereretur. 



4 CAPUT L 

Corollarium 3. 

709, Methodus ergo desideratur , .proposita aequatione qua» 
cunque praeter binas variabiles a? et i/, etiam quantitates p~^ 

ct ^ zr g-^ involvente , invenlendi relationem inter ipsas x et y, un* 
de pateat, qualis y sit functio ipsius x^ seu vicissim. 

S c h 1 i o n 1. 

710. Hoc modo litteram q introducendo aequationes diflTc- 
rcntio - differentiales a conditione illa , qua quodpiam difTercntialt 
primi grieidus pro constante assumi solet^ liberantur. Cum enimad 
mcras quantitates finitas revocentur, quae rationem differentialium 
primi gradus exprimunt, consideratio differentialis constantis ne lo- 
cum quidem haberc potcst. Quando ergo aequationes differentio- 
differentiales more soiito ita exhibentur, ut quodpiam differentialc 

constans sit assumtum , introducendo litteras pzi:-^^ et qzizZ^ ^ 
species differcntialium penitus tollitur, dum acquatio tautura quanti- 
tates finitas complectitur. Atque etiam vicissim proposlta aequatio- 
ne inter quantitates finitas a, ^, p, 7, ca ad formam vulgarem in- 
finitis modis reduci potest, prout aliud atque aliud differentiale pro 
constante assumitur, quae tamen omnes formae specic diversae in« 
tcr se perfecte conveniunt, quin etiam nullo diffcrentiaii constante 
assumto cvoiutio in formam solitam fieri potcst. 

S c h li on 2. 

711. Primum igitur brevitcr exponi conveniet , quomodo ac- 
quafio more solito per differentialia secundi gradus expressa ad for- 
mam nostram reduci queat, quodcunquc diffcrentiale constans fueric 
assumtum. Sit d^ hoc differentialc pro constante sumtum, cujus 

crgo ratio ad dxj ob ^zizp^ pcr p ct fortc ipsas variabiles x 

ct y datur; ponatur ergo d^—vdx^ ut v fiat quantitas fiinita. 
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Jam cum in aequatione occurrant ddx et ddy^ vel alterutrum 8aU 
tera, loco ddx scribatur d^^d.j-» quia ob d^ constans fit utique 
ds.d.^^ = ddx. Erit ergo d d x z=:d sd . ^= — ^^. SimiH 

modo loco d dy scribendo d s .d * ^'-^-d s ^ .^^ fiet dd y zzz 

^ vv^ * ^"™ igitur V pcr p^ x tl y detur, erit 

ob d j9 r= qd Xf sicque fiet 

a a ar = — ^ (M -|-N/> -l-P <7) et 

aay = ^(7v-Mp-N>2-P;>9), 

hlque yalores loco ddx et ddy substituti in aeq^iatione tantum dif* 
ferentialia primi- gradus relinquent, quibus omnibus ad ^j; reductis, 
aequatio per divisionem prorsus a difTerentialibus liberabitur. Deinde 
vicissim hujusmodi aequatio inter x^ y^ p tt r proposita in formam 
solitam, sumto quopiam elemento d^ constante, evolvetur, si primo 

pro p ubique scribatur g^, loco q autera ^d.g^— ^ a7i ^ — ^ 
ubi quidera nullius adhuc eleraenti constantis ratio est habita. At 
ob 9 J =: v^ X constans , insuper erit 

t;d3a:-+-dv9a;zi:0, seu ob dvnz M9a?-f-N5y-f-P9.^» 

unde pro lubitu vel 'ddxYt\7)dy elidi potest, neutro autem eliso 
infinitae formac aequivalentes exhiberi possunt 

S cho li n 3. 

712. Hinc ergo praestantia formae finitae, ad quam hic ae- 
qnationes differentio - differentiales rcvocamus, prae more solito eas 
exhibendi luculenter perspicitur ; cum eadem aequatio more solito 
infinitis modis, prout aliud atque aliud elementum constans assumi- 
tur» repraesentari possit, dum nostro more eadem aequatio semper 
ad unicam formam reducitur, Quodsi ergo nostro more aequatio* 
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ileA picfStfirtt dliv^ersiE^, d^rtum est lis t)iioq[tie diversas relationes , 
mtti variabiles x et y exprimi, cum contra solito^more diversissi- 
toae aequationes difFerentio-difierenti(ilcs eandem relationem indicare 
queant, ex quibus plerumque difficUe esft eam eligere, qua^ ad re- 
solutionem maxime sit accommodata. Cum igitur hic ejusmodi mtf* 
thodus requiratur, cujus ope proposita quacunque aequatione inter 
quaternas quantitates x^y^ptiq^ relatio inter binas variabiles x 
et y definiri queat, quoniam haec qnacstio vires humanas superare 
videtur, a casibus simplicissimis erit exordiendum. Casus autem 
simplicissimi sine dubio sunt, quando in aequatlone propOsita duae 
tantum insunt quantitates, scilicet vel o: et ^ tantum, vel y et ^, 
vel ;> et 7, hoc est si q aequetur fuhcftiani vel ipsius x^ vel ip- 
sius y^ vel ipsius p tantum; quos casus in hoc capite evolvere 
constituimus. 

D e f 1 hi ti 0. 

71fi. . Formula difFerenfio - differentiftlis simplex est, quaftdo 
posito dyznipd^ ct dpzrzqd x, quantftas q aequator functioni 
vel ipsius x^ vel ipsius y; Ytl ipsius p iMttvtiA. 

C o r o U aTi u m 1. 

7i4. Tri^iicfcs ergo habetnus formulas differentio-differentia- 
les slmplices, quaruih resohitloTiem in hoc capite doeeri eOnvenit, 
prout quantitas q vcl per functionem ipsius p, vel ipsius a?, vel ip- 
sius y tantum determinatillr. 

Corollaxium 2, 

715. Bi ergo X denotet funetionem ipsrus Xy Y ipstus y^ 
ti P ipsius p tantutfi, tfernJEi genera haitnh formularmfn simplieium 
ftunt 1) 9 3:X, 2) qznVj 3) q:^t; in quibus .continetur ca- 
ius simplicisiimiis q Z— Const. 
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C r 1 1 ar ipx^ ,3» 

716. Si hsrs fornvulfl$ more salito ^espi^Hiere xelimus, ob 
^3::||==j^j^/|j, »ui»to c^eifiento dsf constaiHe, erit «vi:||^ 

eumto elemento 8y constame, erit qzn — ^^j^; aullo auitem sum- 
to constante, erit y — * ^^3 ^ ^ ^ quibus simplicitas earum for- 
mularum haud msediocriter ofTuscatur. 

Corollarium 4; 



717. Si elementum }/(3^^ + 5y^), quod saepe fit, con- 
stans accipiatur , erit d xdd x -^-d yd dy — 0; unde postremus 

dxddx ... . ^_ (dx*-\rdy^)ddx 

abit m 7— -a;c3 5v — , 



valor ipsius qr, vel ob 35y 



vel ob ddx 



dyddy 



dy 



^;-^ abit in g 



3x4 



S c h o 1 i o n.. 



718. Repudlata ergo» penitua vulgari ratione aequatlones dif^ 
ferentio - differentiales exprimendi, quippe qua formulae in se satis 
simplices vehemenler complicatae evadere possent, ratione hic sta- 
bilita utamur, indeque resolutionem hujusmodi formulai^um jsimplicium 
doceamus. 



P r o b 1 e m a 92. 

719. Posito ^ y ziip d po e.t 3 p zn ^ 3 rr, si ^ ^equetur func- 
tioni cuicunquc ipsius p, invenire relationem inter ipsas^ variabile^ 
X ci y. 

S o 1 u t i 0. 

Sit ergo q :rr.V ^ denotante P functionem quatncunque ipsius 
p: .quoniam jgitur est ,^zii^^, eiit 3;> — P^x, hincque 

dxzz:%^y et d y :=: pd x z: 



pd f 



t CAPCT I. 

Ex (|ao. conseqiunnir mtegnndo 

itt «t lam Xy qomiii y P^ eandem noTim Tarimbilem p detenniiie* 
tv. Alqoe cnm dme noTme constaiites a et ^ pcr dnplicem inte- 
fntioiiem sint introdactae, hoc. intcgrale pro compkto erit hmr 




C oroll arinm !• 

720. Aeqnatio 9 zn P, cujns integntionem hic tradimns, st 
in fbrmam cansaetani, somto d-r consiante, resolratury ob qzz^^'» 

traBsmctalHcnr in ddyzizd x^/^i^y qiiae est aeqaatio diferentio-^ 
didfertntialis, in qna ipsae TarLibiles jt et y non occummti 

Coro.Iarinm 3. 

73 i. TaGs qooqae forma prodit, a elementom dy tcI alia 
cxpressio dldrerentialis , in qnam ipsae x ct y non incredimitar, Te» 
hni I' (3 x^ -4- ^ S^y pro eonstantc scmatar. Hoc ergo modo om* 
nis aeqnatio di^^ertntio-difereiitialhs in qoam ipsae TariabUes x cty 
Bon ingrediancnr, inlegrari pcteriu 

Corollarinm 3. 

732. Sin avtem hirinsmodi dementinn ydx — xdy con« 
stans assnraatnr, nt yddx — xddy=^^i ob 

i — n^sii — ^nr- • 

fc>^x — x^^:^? x >rx — x?:fc:?3j 

q^kie e^ressio , si aeqKtor fccctioni ipsins p 1= ^^ . interrari po* 



CAPUT I. 9 

• — 

Coroilarium 4. 

72 3. Si fucrit P quantitas constansi ul sit qznf^ erit 
a:.— a-4-|^ et yz=.b •\-^^^'> 
unde fit 

y = 6 -f- f (of — a)' , seu y:=i\fxx — a/r-f-| a a/-|-A , 

seu mutata forma constantium y — jj/a? a? -f- C ar -f- D. 

Scholion. 

724. Cum scilicet aequatio differentio - differentialis duplici 
integvatione indigeat, si utraque omni extensione instituatur, duae 
novae constanles arbitrariac introducuntur; in quo criterium, num 
hujusmodi integralc sit completum, consistit. Quemadmodum enim 
aequationum diftercntialium primi gradus integratio completa unam 
constantcm arbitrariam iraplicat, ita 'si aequatio difFcrentialis fuerit 
secundi gradus, binae constantes novae in integralc completum in- 
gredientur, ternae autcm ac plures, si aequatio difFerentialis fuerit 
tertii altiorisve gradus. Problcmata autcm, quorum resolutio ad 
hujusmodi acquationes difierentiales altiorum graduum deducunt, na- 
tura sua ita sunt comparata, ut solutionis determinatio totidem con- 
stantes requirat. Ita in aequationc qznf^ scu sumto ^x constan- 
te, '^'dyzzzfdx^ ^ aequatio integralis completa v'Z,\fxX'^Qx-\''Q 
duas constantes novas C ct D involvit, quod etiam in subjunctis 
exemplis patebit. 

Exemplum 1. 

725. Mqualionis differentio - differtntiaUs addy:izdxdl/i 

in qua elementum dx constans est sumtum^ integrale completum 

invenire. 

I 
Posito dyzzipdx et dp^q^^j erit ddy^qdx^^ hincque 

aqzzip, et Pzz:— . Quocirca integratio praebet 

2 



\ 
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«. ' 
Cum igitur sil 

p m 3:^-5 , crit a; =: C 4- a /^~-5, 

quae est aequatio integralis complela binas constantes C ct D- in:- 
volrens. 

Exemplutn 2. 
72 6. Posito dx constarjte^ invenire aequationem inter x et 

Posito dy — pdccj ob 3a: constans, erit ddyznd/^^x, sie- 
que nostra aequatio est ^ —dp — ^^ oxziz a^ unde fit 

^ — adp ^ — apd p 
dx — et dy = -3- 

(1+PP) (i+;>p)^ 

Per integrationem ergo nanciscimur 

mide concludimus 

■ (A -^xf -^- (y — B)2 — a a. 



Corollarlum. 

\ 

% 

727. Si X tt y denotent coordinatas rectangulas lineae cur- 
rae, formula ^ * "*" ^^xddy ^ exprimit ejus radium osculi ^ 
qul ergo ut sit constans zn a, aequatio ifitegralis inventa circulun^ 
radio a describendum indicat. 

Exemptum 3. 

728^. Posito 3 ^ — )/ (3 o?^ 4- 3 y^) eogue sumto comtante^ 
kivenire aequationem inter x et y^ ut fiat ^j^— x^* 
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Ponatur dyznpdx, erit ds — dxy/(,l -^pp), et ob ds 
conslans 

undc aequatio proposita ablt in 

- — ad P ^ — a()p 
dx— -, et dy— :, erg-o 



pa -^pp) (1 -^pp') 



ap 



At pro illa formula statuatur pzzz-^ eritque 

a r r ^ r ad r a^r 

X zz~ 



(t 4-//-r ^ (1 +/•/•) 

unde fit integrando 

xz=iQ — yjr-ifr) -4- a / [/' -+- ]/(! -h- r /•)], scu 

Exempluin 4. 

729. Posito d szziy Q x^ :+- 5 2/^) , hocquc elemenlo sum- 
tq constante^ Jieri oporteat ^— — a Ang. tang. ^^- 

Si fiat ut ante d y — pd x^ orietur hacc aequatio integranda 

— d:r(l -^ppf _ . ^ 

~ n Ang. tang. /7, seu 



^ — adp . 

d a: ~ ^ Ang. tang. ;; , et 

(l -^ppr 



<• 



^ 
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o— a p dp 
^y,zr Ang. tang. /». 



a'+-pp) 
Cum nunc sit d • Ang. tang. p ziz rnrirS" *^'*^ 



—^ _ A„g. ta„g. p-aj . 



a ^ r dp 



/( 1 -+-;^;^) 



Ang. tang. p ^^ a 1 - 



(1 -+-P/^X 



Quamobrem colligimus 

^=^-^FFTfe>-v7TqfeF)^"S'tang;,, et 

i^ = i> — 7(4:fy) ■+- 9^jjj Ang. tang. ;.. 

CaroHarium f. 

73 0. SI X sit absc^ssa et y applicata curvae, radius oscnli 
proportionalis esse dcbet angulo, quem curvae tangens cum axe 
eonstituit; unde patet hanc curvam fore quandam spiralem, circa 
originem abscissarum se evoiventem. 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

^ T31. Si attguTus illc^ cujus tangens zzi/?,. ponatiu*^ zz: (J) ^ 
erit p ZZL tang. , hincque 

xz=iQ. — a cos. (J) — a sin. (J) > ct • 
Sf = D — a sin. (J) -jr- a C|) cos. CP ; 

unde colligitur 

X C08. $ 4- y 8itt. ({) =: C cos. $ -4- D «in. (^ — a. 
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Corollarium 3. 

732. Vt sumto (J) ir: 6 , ambae x ct y eraDeseant , aumi 
dcbct C :zi a et D ~ , eritque 

X :iz a — a cos, (P — a Cj) sin. C|), et 

y zn — a sin. (|) ,4- a (J) cos. (|) ; 
vnde quamdiu angulus Cj) est minimus, erit 

a;= — |a(p>(I)-h|a(p>* et y — — |aC|)^^J[5 05; 
ideoque proxime 

— zz: — I a, seu yyzn — — • 

Pr b 1 e m a 93. 

733. Posito d y znzpd X et d p :izz qd x^ si quantitas q 
aequetur functioni ipsius x^ quae sit OC, deiinire relationem inter 
binas yariabiles x et y. 

S I u 1 1 o. 

Cum ergo sit </ zn X , erit qd x — d p m: X 3 a:, unde inte- 
grando colligimus p ~yX 5 x -f- C, atque hinc ob d ^ ~P ^ ^ 
adipiscemur 

j/ Hi/ 5 a:/X 3 ap -|- C :r 4- D. 

At est 

/dx/Xdx=zx/Xdx — /Xxdxy 

nti sumendis differentialibus sponte patet. Quare? aequatio integra^ 
lis completa retationem inter binas variabiles o: et ^ continehs est 

yznx/Xdx — /X xd X -\^ Cx --hl^ 

duas constantes arbitrarias C et D involvens. Quae ergo erit al!- 
gebraica, si ambae formulae difterentiales Xdx et X^d^ mit^ 
grationem admittant» 
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Corollarium i. 

7S4. ' Quodsi crgo sit ^zrrO, seu sumio d^ constante , 
3 3 ^ Z3 , ut sit X ~ , erit aequatio integralis eompleta y rzr 
C o: 4- D. 

Corollarium 2. 

73 5. Aequationes ergo differentio - difTerentialcs , quas hoc 
modo integrare licet, sumto d oc constante, in hac forma 3 3 y m 
X 5 a:^ contincntur, unde prima integraiio pracbct ^y— ^a^yX^a: : C, 
ct altcra y nn/ 3 :r / Xdx-]-Cx^D. 

CoroIIarium 3. 

736. Sin autem diflerentiale dy capiatur constans oh pzz—^ ^ 
erit d p ::zi — oyddx __ ^ ^ ^^ ^^ forma aequationum hoc modo in- 
tegrandarum erit — d U^c) cc — Xd x^. 

C o r o 1 1 a r i u m 4- 

737. Quodsi elementum dsznYQx^ -{-dy^) sit constans , 
ob dxddx-^dyddy — y erit 

dxddy — dyddx — Bs*ddx -^ 

Hinc forma aequationum hoc modo integrandarum est 

— ds^ddxzizXdx^diy' 
Ycl cum etiam sit 

pz=Zqdxz=l-h—^j^^ 

ea crit ds^ddy zz:Xdx^. 

S c h 1 i o n. 

738. Hic manifestum est , quantum intersit aeqnationcs dif- 
fcrcntio-diffcrcntialcs a forma solita, ubi clcmcntum quodpiam con- 
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stans est asstiintuTn, ab hac conditlone liberare et ad fomaani hie 
stabilitam rcduccrc. Si cnira proponatur haec acquatio ds^^ddyzzi 
X^a?*, in qua clementum dszziy/Qx^ -^dy^) constans ait assum* 
tum, haud facilc patet, quomodo cjus integratio sit suscipicnda. 
Nostra autem methodo, si ponamus d^zzzpdo:, ut sit 

d sznd X y ii -^-pp) et ddy zr,pdd x-^^ x^py 

induit i$ta aequatio hanc formam 

3 x^ (1 -^pp) (p.d d X -^d xdp) —Xdx*' seu 

(pddx '+'dxdp) (i -i-pp}z=:Xd x^. 

At quia dsj ac proinde quoque ds^zzidx^ (l-^^-pp) cst constans , 
crit 

ddx(i^pp) -^pdxdp — O, seu aaarzii^=^y^, 

ideoque 

pddx-\-d^dp= T^py 
ita ut fiat 3;?z=:X3a7, quae aequatio jam facilHmc tractatur, Hic 
scilicet in subsidium vocari debent ca, quae supra de integrationc 
formularum differentialium simjplicium sunt tradita. 

E X cmjp 1 u m 1. 

739. Sumto dx constantCj si fuerit ^^^zzarc^Jo:^, in^ 
tegrale complctum investigare. 

Cum sit -^^ zizax^^Xy ob d x constans , crit intcgrando 
^^ zn jj^j 37^"^' -4- C, hincque denuo integrundo 

t/ — ^ x^^^ -4- C a: -4-D: 

nbi casus nzz:— 1 ctnzz: — 2 seorsim sunt cvolvendi. 

I. Ergo si nz=z—i, erit ^^zzz"-^, hlncquc |5=a/a:-»-C, 
unde cum sit dy=adxZa;-)-Cda;, erit denuo integrando ^::aa?/aiN- 
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a^-|-Cx-f-D, seu loco C— a scribendo C, habebitur y-axlx^ 

II. Si n= - 2 «t ^ = ?^, erit || i=: =^« 4. C. hinc . 

•qae jrn: — a/or-f-Car-f-D. ' / 

>• . • ■ 

I 

E xfi m p rum 2. . 

. ■ 

740. jPt^^i/o d^ — /(3.r^-f-^y^) constante, sl fyerit 

invenire iniegrak completum. 

Ex superioribus coustat fore -^—^zzq^ ita ut proposita sit 
hftec aequatio 7111— cos. ~, unde fit 

^ m 3 /? zz: — cos. — 
ct integrando 

' ,a c a« 

Quare obtincbitur 

yzn — — cos. h C ^ -+- Df 

qoac est aequatio integralis completa. 

Probiema94. 

741. Posito dyznpd^ et dpzi^q^oc^ si quantitas 7 aeque- 
tur functioni cuicunque ipsius y tantum, quae sit Y, inyenire ae- 
quatiortera integralcm completam inter x et y. 

S 1 u t i o. 

Cum 8it ^inYni^, erit 3:rz=: y^, hincque p ^ x zndyz: 
^Y^ ; unde oonficitur haec aequatio inter p ti y sepaiata pdpzz 
Ydj/f quac integrata praebet 
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Hinc «go poiTO -concluditur x — [^(jc^ljYdy) » ^^^^ integratio 
denuo canstantera arbltrarlam inducit, ita ut hoc modo aequatio ia- 
tcgralis complcta inter x tt y obtineatur, 

Corollaritina 1. 

742. Cum sit 7 = 1? et aa;=z:|2!, erit 7 = ^. Quare 

^um aequatio proposita sit q znY ^ erit ^-^znY, hincque pdp^ 
Ydt/y ande praecedens integratio sponte deducitur. 

Coroliarium 2. 

74 S. Sumto elemento dx c(mstante, qurti sit 7 ziz -^^ , ae- 
quationes hic integratae habebunt hanc formam ^dj/ = Y^o?^, cu-^ 
jus integratio, si per dy multiplicetur, est manifesta, fit enim 

ob ^o: constans, hincque ^ x — y.^,^.^^ , ut ante. 

S c h o I i n. 

744. En crgo specimen aequationum differentialium , q«ae 
per idoneum multiplicatorem integrabiies redduntur, ex quo intelli- 
gitur hanc methodum etiam in his aequationibus usum habere posse; 
deinceps autem locus erit hanc methodum uberius excolendi, cujus 
quippe usus praecipue in aequatronibus difFerentialibus altiorum gra- 
duum est insignis, ubi variabilium separatio nihil subsidii affert, At- 
que hanc ob causam jam supm hanc methodum per multiplicatores 
integrandi commendavimus, alterique per separationem proccdenti 
longe antctulimus. 

Exemplum 1. 

6 4 5. Posito dx constante ^ si fucrit aadd y l^ydx^ in- 
venire intcgrak completum^ 
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MuUiplicetur aequatlo proposita pev: 3 5 j/ , ut prodeat 

2 aady^d y — 2 ydud^^r 
qiiae ob d^ constaM babeblt inlegrale 

aady^ —yydx^^C^x^r 
mnde colligitur 

quae denno integrata dat 

x=ial\t/^y/(yy^^Cy] ^alBy 

unde conciudimus, sumto e pro numera cujus logarittimus est mf| 
ibre 

at ^ iiTationalitateo^ tollendo 

9 X X 



hb e"^ — 2by e^^ — Q^ 
ita ut sit 

« 

at forma constantium C et 6 mutata, habebiliir 

y zz: G c^ + D e^ * , 
qjaae est aequatio integralis completa, 

£ X e m p I u m 2. 

746. PosUo d X comtante y si /uerit aad^^y^-^ ydx^ z^ ^ 
invenire integrale completum. 

Multiplicatione per 2dy facta, aequationis 

h 

■ 
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integrale C8t 

unde deducimiis 

quae denuo integrata dat - ^ 

X ~ a Ang. sin. -5^ -|^ J. 
£rit ergo 

y . K — h >' . X - h Jt 

— zz:«in. ~ cos. — sm. sm. — cos. — ^ 

c a a a a a 

4 

Tcl mutatis jconstantibus A et r, ita ut §it 

c cos. — ~ C et — c sin. — ~ D , erk 

a a ' 

V mz C sin. f- D cos. ~ • 

^ a a 

Vel retenta prima forma, haberaus. 
y ~ C sin. (— -f- a), 

C r 1 1 a r i u m. 

747. Hoc exemplum ex praecedcnte resolvi potuisset , cum sit 
«^ '•^ "" ' z=z cos. w -f- )/— i . sin. w et t" ^^'^ ^ ~ cos. u ~.)/- 1 • sin.w, 
ac vicissim 



cos. wj/ — 1— ^6^^ H|tf""* et sin.w]/— 1 rr^^e^ — TplTi^ 



— n 



% ( 



E X e m p 1 u m 3. 

74 8. Posito da: conslante^ si fuerit ddt/}/ayzz:dx^^ in^ 
tegrah complelum invcnire. 

Cuni ergo stt 2 7) ydd y :=z'^ , d x\ 
erit inlegrando 
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vnde e«niginn9t§ 

o a » — 9»"« . 

* ^ * T^ 7(77Tir7«) ' 

8it eommoditatis gratia n y' a .tn 6 et i/ y zz: z , ut fiftt 

oy—.2^0z et -^___^^__, 
cti}u$ intcgrale est 

^ = 1 (3—2 4) /(6 H- «) 4- C, 

•eu restltuendo 

T =l(Vy— 2/c)i/(/y-t-/c)-f-C, 

«bi c et C sunt binae constantes arbitrariae. Erit crgo 

'-^?^^ - C/y - 2 i/c) / (/^ + /c), 

posito C — ^ , et sumtis quadratls 

'-^P^=yVy-suVc-^Acyc, 



4Va 

& c h o H o n. 

749. Forma ergo vulgaris aequationura hoc modo integrau- 
tfarum, surato elemento dx constante^ est ^Dy~Y3x^, quae per * 
dy multiplicata manifeslo fit integrabilis. Sin autem elementum ^y 

capiatm* constans, ob ^zz^ et pziZj^^ erit y i: — > axi ^» hmc* 
que forma vulgaris dyddxziz — Ydoc^* Porro sumto elemento» 
d s zzi}/ (d x^ -^d y^) constante, ut fit dxd^x-^^ydd^y^^O j ol> 

«nde nas^citur haec forma 

dxSajr ^ ^^^ dx* ^» 

quae etiam per dy multiplicatae integrabiles eradunt, etiarasi hoe ^ 
jam mlnus pateat. Simili modo si elementum yd x sumatur coi>- 

atans, ut sit yd^x -^d^^y =0 et d<ix =z ^y^ ol> dpzi 
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2i 



l^-f-^^, orietur liaec forma t/d d y -^d y^ = Y yd ^^ ^ ctiji» 
membrum prius integrabile redditur, si per funciionem quamcunque 
ipsarum y d f/ et y^x multiplicetur^ ergo etiam per ^^-^> qua 

multipUcatore siraul altcnrm membrum Y yd ^c^ rcdditur inlegrabile, 
His igitur casibus simplicissimis aequationum diflrerentio-difFei-entialium' 
expeditiSi qui ne ulla quidem difHcultate laborant, ad difHciUorof^ 
progrcdiamur, ac primo quidem ad eas aequationes, in quibus alte* 
ra binarum variabtlium x ct y ipsa non inest; ita ut aequatio pro* 
posita ternas tantum comineat litteras x^ p ct g vel y^P^^^v 
lAtriusque enlm ratio fere pcrinde est comparata. 



^^ 
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AEQiUATrorfrBUS DIFFERENTIO . DIFFERENTIAI.mUS IN QUI- 

BUS ALTERA VARIABILIUM IPSA DEEST. 

P X o b I c m a 9 5« 

75 0. 

i^sito dyznp^x ct dpznq^Xj si detur aeqnaitio quaecunquc in- 

tcr trc8 quantitatcs x^ p et </, in c;uam altera variabilis y non in- 
grcdiatur, invcstigarc relationem inter ipsas variabilcs x ct y. 

S o 1 u t i o. 

Cura acquatlo proposita has tres quantitates rr, p et q con* 

tincati loco q scribatur cjus valor ^^ ^ atqye habebitur aequatio dif- 

fcrcntialis primi gradus duas tantum quantitates variabilcs o: et p 
involvcnSi quam sccundum praccepta prioris partis tractari, ejusquc 
Intcgralc invcstigari oportct, Iniegrali autcra inrento, quod si fue^ 
l'il complctum constanlcm arbitrariam complectetur, inde vcl p pcr 
tn;^ vcl X pcr p dclcrminari poterrt. Priori casu quo p per ar dc- 
flnire lirct, ut p aer|uaiur fun tioni cuidam Ipsius x, quac sit —X, 
ob p:~\ fjct p()xz:zdy~\dx^ undc reperitur 2/z:y'X^x-+-Const. 
qiiac acf|uatio rclutioncm dcsideratam inter x ct y definit. Poste--. 
rloii Crt*u ipH) x pcr p detur, ct functioni cuidam P ipsius p ac- 
qualur, ut iiit x zz. \\ cril y zzLfpdx~fpdi\ squ yz:?p^fPdp^ 

8in auicm ncquc x pcr p^ ncquc p pcr x dcfiniri, queat, vi- 



..<f^?yT..?' 



.2-3- 



jfenHum c§(:.,. nnm mrarnqua per nqyatn, .vafinbllcm ..« cxprirricrc U- 
«eat, undc fiat a~Y ct /?~y; tum enim hah%b\iin:,v~TVd\J_ 

■ » ■ 

C o r II ar i am 1. 

.... . • • , • - 

7$i. Hnjusmodi ergo aequationmn diffcrcnno • difrcien.t1anymt 
pesolutio ita instituitur, ut revocetur ad acquitioncm* diircrciiilbrcm. ' 
primi gnidus inter binas variabiles o: et ;?; quae si nitei:?»n'(|u^at,. 
simul illius aequationis iniegratio hababitur, accedenie qnadhm novai 
«onstame. 

€ o P o 1 1 a r i u m 7>. 

76 2. Si a^qjiatu) inler Xy p .ct q^ pvoposita ita fuerit com- 
parata, ut q unicam dimensionem .non exccdat, vel si ad talera for-^ 
mam reduci patiatur, orietur aequatio ditrerentialis simplcx, differen*- 
tialia unius tantum dimensionis iavolYen&, ubi praeccpta ante tradita» 
m usum sunt vocanda. 

C o r 1 1 ar in m . 3V 

753r, Sin* autem quaniitas q prures obtineat drmensiones*, vel 
tdeo transcendenter ingrediatur, tentanda sunt ca arficia, quae in 
fine supcrioris partis circa resolutionem hujusmodi aequationum suot 
traditar 

S c h 1 1 n. 

75 4. Quawdo m aequartione inter x^petq littera q unicam habet 

dimensionem, indeque posito q zzz ^^ aequatio difFerentialls simplex 

nascitury praecipui casua, quibus integratio succedit, sunt: 1) si 
acquatio ha<Jc difierentiaiis» separationem admittat, 2) si alterulra* 
variabilium p tt x , differentialium quoque ratione habita, unam di-- 
Hiensionem non superet, ac 3) si ambac variabiles a; et p ubique- 
cundem dimensionum mimerum constituant^ quo casu aequatio ho^ 
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mogenea appellatur. Casus minus late patentes, cujusmodi stipra 
CTolvimus, hic non commemoramus. Deinde si quantkas ^r 7e1 plu- 
ribus dimensionibus sit implicata, ycI adeo transcendenter ingredia- 
iur, casus praecipui Fesolutionem admittentes, quemadmodum supra 
•docuimus^ sunt: 1) si proponatur aequatio quaecunque inter x etq 
deficiente p^ 2) si aequatio tantum p tt q contineat, quos binoa 
quidem casus jam capite praccedente tractavimus; 3) ^i in aequa- 
tione proposita blnae variabiles p ot x ubique eundem didmensionum 
«luraerum constituant , 4) si in aequatione inter Xj p et q altera 
binarum litterarum x vel /; unicam dimensionem obtineat, denique 
5) si aequatio ita fuerit coraparata, ut posito x zzi v^ j pzziz^'^* 
et qzzzt^^ aequatio oriatur horaogenea inter v, z et 7, quae scili- 
cet ubique eundem^ dimensionum numerum coniStituant. Seeundum 
hos crgo casus exempla proferamus. 

Exemplum 1. 

75 5. Investigare aequationem inter x et y^ ut posita d x 

constante^ haec foimula ; aequetur datae /unctioiu 

dxdoy 

Ipsius X , quae ^it ZH X. 



Posito d y 


pd X' 


et d p—T.qd Xf erk 


(1 -hpp)^ 
9 


— Xzz: 


1, 
(1 -^ppfbx 
, jdeoque 


d X 


dp 


• 


X 

(1 


3 
-\-PPf 


> 



ubi cura Yariabiles x tt p sint a se invicem scparatac. intcgra 
tio dat 



•• t 
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d« 



Ponatur y^:zzV, integrali completo «Qmto,,«rit V functio ipslus 

X, hlnc 

;>=Vv^(l+/>p) et pz=y^^« 

Quare 

d-v v3« 
y=:pdx — r ^(,_vv3 * 

vnde obtinetur 

-, r v9« 

» — /•(i— vv) 

Tum vero praeterea elicitur elemeatQUi 

yOa:«-t-9y«)=:ax/(l^-pp)=y^j|?^» 
cttjus integrale praebet 

/d X / (1 -hp p) =:/9.^^??vv5- 

C or oll ar ium 1. 

756. Si o; et ^ slnt coordinatae orthogonales curvae, «rit for> 

I 

TOula f^ — cjus radius curvedinis, undc hinc curra definitur, 

cujus radius curvedinis aequetur functionl cuicunquc abscissac x. 

Corollarium 2. 



757. Si ergo radius curvedinis debeat csse reciproce pro- 
portionalit abscissac Xy sumatur Xm?-^, critquc 

Vzz/^|^ = ^"-^, hinc 

J aa aa ' 

quac conditio praebet curvas a lamina dattica formataSi 

4 
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Corollarlum 3» 

768. Si fit T zz: a:*, seu X — ncglepta constante ad- 

, quod rnteerale areebraice exhibe- 



dtenda, oritur y ziz 1 - 



li potest casibus , quibus est vel n zn ^ ^' ^ jel n — -7^ > ideno^ 
lante i numerum integrum positlvum. 

Exemptum 2. 

769. Si posito d x constante^ oporteat esse 
3 a? (5 a:^ -+- 5 y^) -{-xdyddy=^^ddy}/0x^^d y^) ^ 
mvenire aequationem inter x et y. 

Posito d yzzipd Xy nostra aequatio ob d d y zz d pd x in^ 
duit hanc formam 

d^ii -^PP) -^xpdp—adp /(1 -^pp^r 

quae per }/ Ci -f- /? p) divisa fit integrabilis \ oritur enirai 

^/Ci +/^;^) = ap-h& seu x — ^^^}^j^^ • 

Cam nunc sit 

ynzfpdxznpx — fxdpf crit 
ct integrationc evoluta 

il;a ut ambae variabiles x tt y per 71 definiantur 
Cum igitur ex priori eliciatur 
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^ XX — aa wv ^ \*-^A^r/ xx^aa t 

«erit his valoribns substituis - 

a(aa + hh--xx')+bxV^aa'^hh'--xx) » , h-A-VCaa+hh-^xx) 

y bx+-aV(aa+'bb — xx) ~^^ n^x-^a) ^ ^^^ 

Corollarium. 

760. Si constans priori integratlone ingressa h eyanescenk 
«umatur, aequatio inter ^ et y fit algebraica, erit enim 2/ nr 
-^^aa — xsc). Sin autem h non eyanescat, aequatio jntegralis est 
transcendens , ct lo^arithnaos involvift. 

Exemplum 3, 

761. Posito 9 X constante , si deheal esse 
aa^dyyiaa-^-xx) +aa5a?9y — :ra;3a:^^ 

invenire aequationem inter x et y. 

Fosito dy zizpd x^ habebimus hanc aequationem 
<iad p y (^aa-^ X x) -^ a ap^ xzzLx xd oo^ seu 

/i n l fdx ._ xxdx 

" * V (aa+xx) aaV (a a -^xx)^ 

in qua variabilis p unam dimensionem non superat. Cum ergo sit 

fvjd^^^^^^^^-^V^^^^-^^^^h 

haec aequatio integrabilis redditur, si multiplicetur per x-^y^^aa-i-xxy^ 
tum enim prodit 



^ [o? -f. y (a a -^x x)] zzif 



XX dx [x+^V (aa*+'Xx)'] 
aaV (aa+^xx) 



seu 



^ *• •^ ^ V ^'^ aaJ V (aa-hxx) • 3aa' 

y(aa+'af*) 



f v{aaJxx\ — \ <^ ^ •*-- 2 a a) / (a a -h X o;) + C, 



hinc 



4 
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P L-^ -f- r (^ « -H ^ «)j = ^^ ^ 3aa H C. 

Haec mvltiplicetnr pcr |/(a a -|-a?Ar) — a?, ut prodeat, 

^^ — XX — aaa + 9xi^ faa + xx) . n /• • n y^ 

aapzz: -^^ i — -^- — ^-4-C y (aa-f-ara?)— .Ca?, 

et qoia dyzzzpd^t ^t integrando 

aay— — ^x^ — ^aax ^| (a a -4- a: a:) ]/ (a a -f- a: x) 

— I C a? a: -f- Cyd a: |/ (a a -f- o: o:). 

Qoodsi ergo constans C eTanescat, aequatio inter x et y erit aU 
Sebraica, sciGcet 

9aay^6aax-{-x^zzz2 (aa^x x) y^ (a a-^x x). 



Exemplum 4. 

762» Pasito dx constante^ invenire integrale hiyus aequa^ 
tionis ^j^erentio^j^erentialis 

(aady^+orxd x*) BByziznxdx^dt/. 

Piat ^ y—p^x^ et ob ddyzzidpd ^ habebimus 

(aapp^xx)dpziznpxdx^ 
quae aeijuatio cum sit homogenea, statuamus xzzzpuj eritque 

/> ;> (a a -4- M m) d;> — npp u (/> 3 tt •+- tt 3 p) , seu 

i^ f » » ? n 

quao iiitfgrata Uat 

/;• =r j-(i Jrg / [« « -f- (l — n) a a] -J- Const. 
Uiiio coUigitur 



/* — C [a a -H (1 — n) tt u]«(«— »)^ atquc 



;v = Cii[aa4-(l — n)attl* (•-•>. 
Cuin nunc tit 



S«— 9 



y^p^^^f^^P «t D;>=CnMDM[aa-*-(l— n)wttl*<»""*), 
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erit 



an— I 



^zz:CCM[a*a-f-(i-n)Ma]»-«— .nCC/aM9M[aa^-:(l-n)MMl*C>^'*). 
Casu autem n =: 1 erit 

lpz=i^-]rC, et uzz:a)/2/f, hinc 
a?=:ap)/2 /-f-, tt yzzzapp^^ l^—afpdp^2l^ • 

CoroIIariumy 

76 S. Si fuerit nzzij, erit 

a: ziz C u ]/ (a a -j- 1 u m) et 

yzz:CCu(aa+|Mw)— ^^4-D=CCu(aa4-iuM)4-D; 

sicque relatio inter o? et ^ algebraice ezprimitur, quod etiam fit, 
si nzz|, vel nzz|, vel nzz |, etc. 

Exemplum 6*. 

764. Posito dx constantey integrare hanc aequationem 
differentio-differentialem 

ad xdy^ -^ X xd xddy^Ttx^dy y (d x^^aadd y^) 

Fiat d yzzzpdx et dpzzzqd x^ ut sit ddyzizqdx^^ et 
nostra aequatio induet hanc formam 

ap p -^qxxzLnpxYii -^ aaq 7), 

quae est homogenea inter p et x. Statuatur ergo pzzzux^ fietque^ 

a u u^q rz:n u ]/(! -j- aaq q). 

Jam vero est 

d pzzzqd x:zzud X -^ x^d u, 
unde fit ^— ^^ 



At ex illa aequatione inter ^ et u colligitur 

q ■ ^ » et: 

' nnaa»n— 1 »'*'* 
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nna a.uu-^ i 



sicqae 

' 3x du 1171 aaifu — i 



X '"*" u *iH-au — nna a tttt-t- II y (i — nnaauu^a^u^) 

Dabitur ergo x per u^ hincque etiam pznux pcr u; undc deda- 
fcitur yzzzfpdocznj^ii^^x^ 

C D r ol 1 a^r iuiDt 1. 

■ 

76 5. Illa aequatio diiTercntialis transformatur In hanc 

b X b u 1 -H g tt — nn fl q tt tt — ■ nV {i — - n n g g tt tt + a4 tt4) 

X tt ' nn — I — aatt -f- (n n — i") aanu 



undc rutio integrationis facUius pcrspicitur. 

C o r o 1 1 a r i n m 2. 

766. NotatU dignus autem est casus n n zz: 2 , quo fit 

3 X 3 tt i-4-att — aaauu — (l — aauu^V^ 

V — T • l~au) • ^ "^ 

3 X du T-f-oatt—^i+att^yfl 3tt(l— -/a) . a3tt(5 — aV^a) 

1e tt • 1 — att tt • I— att ' 

undc colligitur 

Ix— (1 — /2)/m~(3 — 2V^ 2)f(l —au) ^-Const. seu 

a;w>^"-' (1 — aiO^-^^^^znC. 

% 
• ■ 

Exemplum 6^ 

767. Sumto elemento dszizy (dx^-^dy^) constante, inve^ 
¥iire integrale hujus aequationis 



Fosito dyzizpdx, crit ds ^zzd ^ ■/ (.i ~\- p p) , et ob 33i-0 fit 
existcnte 3p— y^a, lum yero 
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kleoque 

quibus substitutis, aequatio nostra ihduit hane formlam 

p — qxznctq^ quae difFerentiata praebet '^Jjc^qzna^q^y 

ideoque ^^iziO et q:izi—. Hinc p — /y 9 a? ~ * "^ ^ , qui idem va- 
lor ex aequatione pzziCx-^a)q sme integratione obtinetur, Tura- 
rero est y zzfpd xz:ii * ^ '^ ^ ^ ^ ^b ^ quae est aequatio imcgralis- 
completa binas constantes b tt c iHVolvens^ 

Exem.'plam T. 

/ 
768. Sumto etemenfo d sizi'\/ (dx^ -f- D y ^) eonstante , in- 

venire integrale hujus aequationis differentio-differentialis 

Posito dt/—pdx et d^pzziqdxy ob 3> — 9a?}/(l +/>p) et 
39;szi:6, erit 

I — t— 'Pl> ^' 



^^ c^ ^^y— -77— — -f — rq^ii' 

crgo 9^^33y~^da:*, unde aequatio nostra fit 

hq 

P' 7^ y^i^aaq q^ 

quae difTerentiata praebet 

^ bdq 
— xd qzzz 



I 
(1 ^aaqq) 



unde concluditur vel d q i= Tel x 



Priori casu est 7~-f , et p=z:-J -|- zrnrA^jn^^ hincqwc 



tlj^aavi// 



c' '^ c ^^ V(cc-+*aa) 
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Postcriori casu quo x rz — — — — - fit 



b q h q aah q^ 



(i^aaggf ^^ ^^ ii-haagg) 

At cst 



^ -1-3 aah gd q , . 

ox — , hmcque 

H -^ a a g g) 

-N - . n?i ^ 3a^bhq*dq 

^y—P^^ — ii + aaqqY' 

ct ope reductionum 



y 



\bbg — aahhg^ f dg 



,»»/;. 



Est rero 



f dq q 2w — 1 P 3^ 

Jii-J^aaqqy^-^^ ^nCi-^aaqqy^ 2n J ii-^ai 

I 

Ergo 

f ^i — ?_ L t r ^L. et 

J {i-^»aqq)i 4(t+a.aqq)* ^ *J (i-t-ao^^)« ^^ 



•77) 



n 



/ ^^ i—^^if ^^ ■ 

J (i -4-aa^(jJ^ 2(i H-a aqq) ^^ ^J i-\^aaqq 

ziz f, _^ X -4- — Ang. tang. a q. 

s(i + aa9 9)aa *^ & 7 

Hinc 

J (l-f-ai^lp ~ 4(i-Haa^^)4 + 804^:" M)"^ 8^ ^"^' *^"^' ^^' 

idepque 

_^ — hhq(i^^aaqq) ^ bh q j 3 hhq 

y "~ 5k{x^aaqq^ fi(l + aa^^)* "^ it^^i-^aaqq) 

existente 



a: 



(1 -^aaggy 



» 
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unde fit 

3 

1 ^aaqqzny:-^ 



ita ut hoc modo aequatio inter x tt y cxhiberi possit. Hoc au- 
tem integrale, ut supra <¥idimu8, tantum est particulare. 



Problema 96. 

769. Posito dyzizpdx et dpzzzq^x^ sl detur aequatio 
quaecunque inter y^ p et q, ita ut variabilis x ipsa in -ea desit; 
investigare aequationem integralem inter x et y. 

« 
S o 1 u 1 1 o. 

Cum sit 7 — v^ et dxzn:'^ j erlt q — K-^ ; in aequatione 

m^ ^ ^^ 

ergo inter y^ p et q ubique loco q substituatur iste valor"^^^ 

^ atque habebitur aequatio differentialis primi gradus binas tantum va- 
riabiles p tt y involvens , cujus resolutionem per methodos supra ex- 
positas tentari oport<;t.* Inventa autem aequatione integrali inter p 
et j/, inde vel p per j/, vel y per p definiatur, quo facilius altera 
integratio institui pbssit. Si y per p commode definiri queat, ut 
y aequetur functioni cuipiam ipsius p^ quae sit — P, ut sit yz:P, 

erit dxnz-—^ hincque xmf^ziz ^ ^ f^^ry . Sin aut^ com- 

modius p per y definire liceat, ut sit pcz:Y denotante Y functio- 

nem quampiam ipsius y, ob dxziZ'^^ habebitur xz^izf^* At si 

neutrum succedat, novam variabilem u introducendo , per eam utra- 
que quantitas p Gt y definiatur, ut fiat pizilJ et ynzY^ existenti- 

3 V 

bus U et V functionibus ipsius m, atquc hinc crit da?zi:-^, etari: 

/3 V 
-^; hocque modo per duplicem integrationem integrale compietum 

obtinebitur. 

Corollarium 1. 

770. Hujusmodi crgo aequationum difTerentio - dificrcntiatiuia 

6 
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resolutio qnoque revocatur ad aequationem differentialem prlmi gra^ 
dus , cujus resolutio si fuerit in potestate , simul illius integrale ex* 
hiberi poterit. 



Corollarium 2. 

771. Si aequatio inter y, p ct g ita fuerlt comparata, ut 
ex ea commode valor ipsius q elici queat, hincque ^ aequetur fune- 
tioni ipsarum y et />, quae sit T, erit pdpzizTdi/y quae est ae- 
quatio differentialis primi gradus simplex. 

CoroIIarium 3. 

772. Sin autem hujusmodi evolutio non succedat, dum litte* 
ra q vel ad altiores potestates exsurgit, vel signis radicalibus invoU 
vitur, vef adeo transdendenter ingreditur, aequatio differentialis qui- 
dem erit primi gradus sed complicata, quae methodis supra expo- 
sitis erit tractanda. 

S c h Q 1 i li 1 . 

778. Cum paucis casibus aequationes differentiales primigra-* 
du8 integrari queant, eosdem etiam hic notasse et per exempla il- 
lustrasse juvabit. Interim vero et reliquos casus quasi solutos spec- 
tari convenit, quandoquidcm in aequationibus difierentialibus altiorum 
ordinum id potissimum desideratur ut earum resolutio ad ordifiem 
inferiorem reducatur. Perpetuo enim in Analysi quae ordine trac* 
tationis praecedunt^ tanquam penitus eonfecta spectarisolent, etiam- 
si plurima adhuc desiderentur, ut hoc modo multituda desideratorum 
duninuatur. Ita quamvia longe adhuc absit^ quominus aequationes 
algebraicas omnium ordinum resolvere valeamus, dum adeo vires 
nostrae non ultra quartum extenduntur, tamen in Analjsi sublimiori 
omnium istarum aequationum resolutionem pro cognita habemus. 
Qttod etiam usu non caret^ ciun in praxi resolutio per approxima* 
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tionem, quam quousque luberit, extendere licet, sudScere posslt. Si* 
mili modo etiam, quoniam metbodum tradidimus, aequationum diffe* 
rentialium primi gradus integralia proxime inveniendi, merito totum 
xregotlum, ut plane confectum, est censendum, si eo resolutionem 
aequationum differentialkim altiorum graduum rcducere potuerimus. 
Quare in hac secunda parte statim atqiie aequationem differentialem 
secundi gradus ad primum ^radum perduxerimus^ totum negotium 
pro confecto erit habendum; 

S ch oli on 2. 

774. Aequationes ergo difFerentio-difFerentiales, quae hocmo- 
do ad difTerentiales primi gradus reducuntur, ita sunt comparatae^ 
m posito dyzzLp^d^ ^t dp—qd^^ variabilis x ipsa inde tollatur, 
et aequatio inter solas tres Yariabiles y^pttq oriatur. Casus er* 
go quibus talis aequatio resolutionem admittit, duplicis sunt generis, 
ad quorum prius referendi sunt li, quibus q unicam obtinet dimen- 
sionem, unde q functioni cuipiam ipsarum y et p aequari potest. 

Cum igitur sit qzzz^^zn/^z (t/etp) quam ponamus — T, resolu* 

tie succedet. 1) Si T sit functio homogenea unius dimensionis ip- 

sarum y et p. 2) Si fuerit T:n— ~, designantibus P et Q fune- 

tiones quascunque ipsius p tantum, hinc «nim fit 

? d y =: y p d p -^ Q p d Pi 
quorsuin etiam refertur casus. 



3) Si fuerit T zn ;? (Y p -^ Z) , si quidem Y et Z sint functiones 
quaecunque ipsius y, quia tum aequatio 

dpiizY pdy 4-Ydy, 

ob unicam dimensionem ipsius p est integrabilis, quorsuni. etiamre- 
fcrendus est casus TzzipCCp-^Zp^). Pro altero gekiere si quan- 



•• 
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titas q i^lures habeat dimcnsiones, vel signis radicalibus^ sit impli- 
ea^a, vel adeo transcendenter ingrediatur, aequatio inter y, P ^^ cf^ 

xesoluiionem admittet. 1> Si posito qziZpUj ut sit un:<--, acqua- 

tio- resultet horoogenea inter y tt p^ m qna sciiicet y ^t p ubique 
eundem dimensioniim numcrum compleant, utcunque caeterum u in 
eam ingrediatur. 2) Si in aequatione poBt substitutionem q:i:zpu 
inter y^ p et u orta, ahera quantitas y vel p unicam obtineat di- 
mensionem. 3) Si posito yz:z,v^j piirs'*"*"^ ct uznt*' aequat!» 
oriatur homogenea inter ternas quantitas v^ z ct t^ hujusmodi enini^ 
Mquationes supra resolvere doccdmusr. 

Exemplumf. 

775. Posito elemento ^x constante^ si habeatur kaec oe- 
tpjuUio differetiiio ' differentialis 

^fm mtegrale completum invenire^ 

Posito dy^P^^ ^^ dp^gdx^ aeqoatTo nostra erit 
^^^Ap-f-Byzz 0, scn pdp-^JLpdy -i-BydyzLOr 
tfxw cum $it homof^ea, posito pz^vy^ abit inr 

mkdc Ax 

^ ^ ^ '^ ^ 



^* , v?v 
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3T 



P 



p = yy:i=rty(i;-|-|3)«-P(tr4-a)*-^. • 

Tum vera est 

dx — ^.^ — ^^ 



dy 

y 



iSy 
V dv 



, unde a5' 



\ 



X 



— 3v 



erit 



dr 



i;'y-+-A'y-+-B — " (a — p) (v -+- a) 



(T- (3) (r 4- (5) 



, Ct ' 



a: 



/ 



i> 



Const. 



Verum haec resolulio fit facilior sequenti modo: 

• 

Cum sif 



^ VdV 



dy 

d y , :\ — y V 



— dv 



r ct oxz:z , — . — 77 — r?r\i erit 

) (v-+-«)(a;+p)' 



et ^-^ 



+ |3Da: 



3xr 



, hinc 



Ty-\^ocxziila — ^l^v^^) et /y+(3a:izr/6 — /Cv-+-tt> 



Ergo 



unde fit 



t; + (3 



iL ^— ax 



et t;-4-a— --^""^*> 

I y 



iideoque mutatis constantibus 

quae integratio locum habet, si a et (3 sint quantitates reales tt 
inaequales. Cum igitui' posuerinfius 

i;t;-j*-At;-|--B;iz:(i;-}-a)(t;-f-|3) erit 
aiii|AH-/(jAA — B) et f3i=z|A — /(JAA — B), 

Binc prout expressio |AA — B fuerit vel positiya, vel negativa, »ef 
evanesccns, tres habebimus casus evolvendos:- 



h. 
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1) Sit ^A-m et ycjAA — B)zi:n, erit BequatJonis proposU 
t«e integrale completum 

2) Sit |A=m et /qAA — B)-n/— 1, ob 
gnxv'— i-PQg jj^_l_|/ — i.sin.na: et 
«""*''- ' — cos.n a: — j/ — l.sin.nx, 

erii Gonstantibus tnutandis 

y— <—'»*(€ cos.«x-i-©8in.na:)=l£<^** 008. (nx-i-e). 

3) Sit jArra ct y^^jAA — B)z:0, seu in casu primo n:zO, 

ob «-"*— I— nar et «"**!: 1 -nna: fiet 

y=e-"*(CH-©a:). 

Corollarium 1. 

7 76. Ad aequationis ergo propositae Integrale invenlenduni, 
aequationis vv-i-Av -t-BziO radiccs investigari oportet, quibns in- 
ventts facile erit integrale completum assignare. 

C r^o 1 1 a r i u m 2. 

777. Hacc autem aequatio quadratica ff+Av+BnO insi- 
i;nem habet analogiam cum ipsa acquatione proposita 

ddy-t-Adydx-t-Bydx^—Oi 

ex qua quippe oritur scribendo 1, v, v^ loco y; ^ et -^- 

C o ro 1 1 ar i um 3. 

778. Formata autem aequatione hac algebraica vv-t-Av-t- 
'BrO, si ejus factor sit VH-a, ex eo statim integrale paniculare 

deduoitur y— Stc-"*, similiterque aher factor i;-(-(3 integrttle parti- 
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culare dabit ^=15 «*~^*) quibus conjuirctis obUnetur integrale com- 
pletum y=S(tf-**-4-85c~P*. 

5 c h o 1 i n. 

779* Infra methodus facilior firadetur hujusmodi aequatlones 
differentio-difTerentiales tractandiV quae adeo ad taiem formam 

patet, ubi P et Q sint functiones: quaecunque ipsius x\^ quae etiant 
extendetur ad formam^ 

sumendo pro X functionem quamcunque ipsius x. Methodus scili- 
cet ea inde haurietur, quod in hujusmodl aequationibus variabilis y 
cum suis differentialibus 7)y ^t ddy ubique unicam dimensionem 
constltuat yel etiam. nuUam ^ ejusque ope resoiutio ad aequationem 
differentialem: prrmi gradua reducetur^ quo^ ipso negotium pro con- 
fecto erit habendum. Quando autem hoc modo aequatio differen« 
tio-differentialis ad aequationeni differentialem primi gradus reduci* 
tur, probe cayendum: est, ne haec reductio pro integratione habea- 
tur, quippe ad quam: tantum ope idoneae substitutionrs est perren* 
tum; nihilo enim: minus duae adhuc integrationes supersunt absol- 
Tendae, quibus totidem constantes arbitrariae introducantur , si qui- 
dem integrale completum* desideretur, quemadmodum in hoc 4^xem- 
plb et praecedentibus clare videmus;. 

Exemprunr 2V 

« 

7R0.. Proposita aequatione differentio^^fferentiaK 

abddy:2d:x:y(yydx^-}-aady^)r 
ejus ihtegrale investigare^ 

Fosito dyzipdx et dpzzqdxy haec aequatib» abit in hanc 
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quae cum sit honiogenea ponatur pz:^, erit 

ydyy^^i-^y^^^^^udy — ydu), seu 
uu^y\/(aa-^uu)z:abudy — abyduj unde fit 

d y ^ abdu 

y "^ abu — uu/(aa + uii) 

Fonatur |/(<ia-4-MM)r^%^, erit iimi:-^-# 

du _ — sds 3^2— — bsb^ ^ ^sd t 

u^^ss — i' y '^ b s s — as — ^'^js — ans — s 

po?ito yz:2n, Ergo 

ikdyV(nn^i) -^ dsZn-^-V^nn^i)] B^Cn — -/(1171 + t)] 

y "^ f — n — V'(»n-f-i) •" s ^ n^rhV {jin-j^ i) ^ 

iijicoque 

^ [f — n — )/(«n-f- 1 )]«-!- 1^ (»»-+■ 0* 

Patur igitur y per ; , ut sit ^ =: S , hincque 

a . SV (i s — I) . 
adS -V — -a^df 

^ — sTTTT^rT); «^^ ^^ — (w~.n5-i)V(,^-^o " 
qute formula ad rationaUtatem perduci et per Jogaritbmos aeu ar* 

cus circulares integrare potest. 

£ X e m p 1 u m 3. 

781. Posito dy znpd X et dp zzzgd x^ invenire integrale 
hujus aequationis ^.l±f^^J.^ -ny. 

Cum sit qizz^^t erit' 

dyQ>p-i-yyyy^(pp-\-yy):=:z2nppydy^ny^dy — nyypdp, 

ob cujus homogeneitatem ponatur p~uy, fietque 

y^dyiuu-^ l)^z: 2nuuy^dy'^ny^dy-'nu^y^dy'-nuy*^u 
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uiide colligitur 



— ntt3tt 



■ _. ntt9tt 

(tttt-*-i)y(tttt-+-i) — ntttt— 11 -: (tt tt -H [^— >^ (* tt-+-i)3 * 



ct y pcr u definitur; ex quo erit pznuy et 
9 j. — 92 w5tt ^, 

uy Xtttt+i)[n— >^(tttt-f-i)] 



Casu quo nzzi i erit 

d i _ — tt 3 tt 



— Sttf 






„ ^y(tttt+-i)] 

(tttt-f-i)[Vrtrtt4-o— — tt(tttt-i-o • 

tttt(tttt-+-l) 



/ ^du y u f Btt ' 1 ♦ 

*(tttt+i) — vy(tttt+j)» y tttt(tttt+i) — j^ — Ang. lang. u, 

•' tt/(tttt+i) — .tt * y tttt/(tttt-i-i) "^" 



y(tttt+-i). 



iin4c colligitur 



y 



cy(tttt-f>o p . 

?(tttt-Hi)— 1 — ^ ^* 

i-^/(tttt-f-i) 
tt 



D 



yitttt-Hi) — r ^* 

Ang. tang. u. 



Inde C8t 



y^(uw-4-l) 



ideoque 



-2^; et u — ^(^^:y-«^) , 

jf — a ' ^ — a 



fic iz: D -|- V^ ~^ •+* -^wg» C08. ^^ — ^ > 



/ 



quae formulae introducendo angulum i^, cuju8 cosinus est ^'—^, ita 
commodius exhibentur 



I — caf . ^ 



r et X 



K -*- ^•+ ^^t- i ^- 



Corollarium 1. 

■ 

782« £x aequatione separata primum inTenta solutio parti* 
cutaris crultur, tribucndo ipsi u ejusmodi yalorem constantem, ut 

6 



<» 



42 CAPUT II. 

denominator evancscat, qui est u zz: )/ (n n — 1); hinc pZ3 
t/]/ (/z n — 1) et ^ a; ]/ (/i n — 1) zz: y^ , unde fit ■ 

lt/zizla^x]/(nn — 1). 

Corollarium 2. 

78 3. Casu quo /i izi 1 , hic casus particularis praebet i/r:a, 
pro valore quocunque alterius variabilis; fit enim u~0, ideoque 
et p zzi y ita ut ex aequatione d yznpd x quantitas x non de- 
terminetur. 

S c h 1 i n. 

784. Si y designet radium vectorera ex puncto fixo ad cur- 
vam quampiam ductum, et x angulum, quam iste radius cum recia 
quadam positione data constituit, formula 

{pp-^-yy)'^^ (pp+yy) 
^pp-^yy — ^y 

cxprirait hujus curvae radium curvedinis. In exemplo ergo propo- 
sito ejusmodi quaeritur curva, cujus radius curvedinis aequetur ipsi 
ny, cui quaestioni casu nzn 1 utique satisfacit valor yzzLa^ qui 
praebet circulum , qui etiam ex aequatione integrali coliigitur y ZZT 

V. J^T"J;^ , sumendo constantem C nihilo acqualem, tum enim ne- 

cesse est sit uzzzO et pzzz ^ sicque angulus x non determinatur. 
Praeter circulum autem infinitae aliae lineae curvae satisfaciunt. At 
si^n ^ 1 , solutio particylaris 1 y ziz I a -^ x y/ Qi n — 1) praebct 
spiralem logarithmicam , praeter quam auteni etiam .infinitae aliae 
curvae satisfaciunt; casibus autem n <^ 1 nulla hujusmodi solutio 

particuiafis locum habet, sed formulas pro ~ ct d x inventas re- 

vcra integrari oportet. 

E X e m p I u m 4. 

785. Posito d y zzzpd X et d pzzzq d x^ invenire relatio- 
nem inler x et y, ut fiat (^?rtZ>i2^M±02) — ^. 
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Cum sit q — ^, ponatur pp -\-yy — zz, ob pd p-q d y 

tfV jil jv 

erit qdy-^ydyz^^zzdz^ seu 74-yiz: ^— . . Aequatio autcra 
proposita induit hanc formam: 

z^^ai2zz — yy — 7y) — a(2 :3S— •?—?, seu 
zzD y zzi 2 a zd y — aydz^ 
unde fit 

i2 — _-ii?_ seu '-12 — ^2-4- ■ ^* , 

quare intcgrando- coUigitur 

f/ f/ izz: , et p p _ 2 s — ~ ■ • 

m ^ a y y 

At est szr^-^, ergo 

„ „ 4 q " y^ ; ,, ,. . yyrinayy-~(C -4-y > )'] 

FP — (C^yy)* yy (C-+-y:y)« 

Hinc igltur oritur 

t 

^ — yWy^aayy^iQ-^yyyy 

sit ^y zz w, erit 

;) (CH-")9tt 

Haec acquatio tractabilior rcdditur ponendo 

UZI12 aa — C-f-2a cos. (p y^ (a a — CX, 
fiC enim 

^ aaa — C-t-aacos.(py(aa — C) » ^^^ 

2 9^= — a0 ^-^, ,, 

^ s aa — C-f-aacof. Cpr (aa — C) 

quae integrata dat 

2 a; 1= ^ ~ C|) - Ang, cos. -^y:!^-^, 

' ^ O I -f-^ co>. $ 

posito m=:l£2lg£^, utsit 
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hincque y y zz 

unde fit 

cos. 
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-, a gg (i ■+'mco^. (p) 
-^ "~x -f-y^i — mm) 



C) 






et 



~ 2ma a 

cos.^ J y y[i -+-V(i ^ mm)] — aaa (i — mm) 

ft-t-mcof.^ mj^jyCi -+-y 0— mm)l 

Corollarium 1. 

7.6. Cm .it gy = Vj.';0-r..? . 'rit 

^ tf ^ 6 6 ^ 2 a 6 cos. (|) , 

. aCi— '/(i — mm)l 



sL ponator b 



m 



^ unde fit 



m 



saS 



hincque 



aa-t-&& 



et |/(1 —-mm) 



aa 



hb 



a a 



bb 



2 o; 
2 a; 



v^ /K 1 « aa5H-(aa-4-&t)cof.^ .^_ 

«3 TT o aa+&5-4-aa6cos.(I^ • 

— (p — Ang. sin. i jj — -^ • 

C o r ol i ar ium 2. 



78 7» Si ut supra radius vector y cum angulo x referatur 
ad lineam curvam^ hanc curvam circulum esse oporlet radio zzz a 

descriptum. Fit autem dxzn ^^^^=^^^^ sumto yyzzaa-^bb^ 
2 ab cos. (P y hincque * 

= < -4- Ang.tang. '»"'••'»» 



X 



r> 



a cos. Cp — 6 

cujus applicatio ad Geometriam rem facit perspicuam. 

£ x"e m p I u m £. 

788. Sumto elemento D x constante , si proponatur haec 
aequaiio d^yCydy-^^^^x^zidyQx^^dy^), ejus integrale invenire. 
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Posito d t/znpd X et d pzziqd ^ habebimus 

q(py -^d)=p(.i -{-PP)y6^ oq q=Z/-^> 
, (^ P (p t/ -i- f'-) =■ d y (i -i- p p) , sive 

qaae mtegrata dat 

y :izap -^b y^ (l -^pp) et 

ita ut or et 2/ pei^ eandem yariabiten^ p exprimantur. Si Constans 
5 sumatur =: ^ obtinetur integrale particulare 

yzzzap et xzizalp-\- cznal— -\^ c^ 

teu u> exponentialibus yzzzce^'-'^. Sin autem sumatur &^a> ob 
P-^Vii -i-pp)=i et>=212zil?, erit 



_ fyy — aa , . «.^ 

a:— a/^^^^ f- c seu y j/ zz: a a -f- c c* ^ 

Exemplum6* 

T 8 9 • Sumto d x constante , hujus aequationis differenti^ 
differentialis 

^y^ — y^dDy — nyQx^dy^-^-aaddy^)^ 
integrale invenire, 

Posito dy :=z pd X et dpzzzqd x^ erlt 

PP -- qy—n^ipp ^aaq q)^ 
quae facto qiizpUy ut sit ^^~pu ideoque dpzzzudy^ abit in 

pp — p uynznpyli -^-^aauu) seu 

p — uyrz:ni/(I-f-aawu). 
Jam quia d pzu^y differentietur haec acquatio , prodibitque 

-N __ naaudu 

hinc vel 3u— vel yzi- ^/rT'"'!^ > * 
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1) Casu du:zO fit wzra, pziay-h-^^ ct dx^^^i 
hinc aa;z/(af/-i-(3)-hC. 

2) 5i y^ ^ f . ?, crit 

P— i/y-+-7ii/(l^aai^w)z::7-7— r^ r\> 

r a r V ^ y(i-+-aa«tt) 



hincquc 



^dy^ — aa9tt 



d^oy^ — aadtt — i ^ ' -r» 



rel ob M~ gy^nnaa— >:y) » acquatio inter x tt y quaeslta erit 



b—x_ 



= Ang. tang. ^T^-^^^r Ang. sin 



n a 



unde fit t/z:nasin. . Haec autem rclatio tantum pro integrali 

particulari est habenda. 



CAPUT m. 

D E 

AEOUATIONIBUS DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIBUS HOMO- 
GENEIS, ET QUAE AD EAM FORMAM REDUCI POSSUNT. 

Probleiria 9 7. 

790. 

Aequationum diflerentio-differentialiuin honiogenearum naturam expli- 

carei atque ad fonnam finitam ponendo dyz:pdx et dpzzq^x ac- 
coinmodarei 

S o I u t i o. . 

Surato elemento dcc constante, aequatlo difTerentio-differentialis 
Tulgari nioclo expressa dicitur hompgenea, si non solum ipsis varia- 
bilibus X tt y^ sed etiam earum differentialibus ()x et dy^ item- 
que ipsi ddy, singulis unam dimensionem tribucndo, omnes aequa- 
tionis termini eundem dimensionum numerum contineant, vcluti in 
Kac aequationc 

ubi in singulis terrai.nis ternae insunt dimensiones. Quodsi ergo po- 

namus ^zn^/;, ac s-~^|iz:<7, littcra p nuUam dimensiortera, 

littera vero q unam dimensionem negativam continere erit censen- 
da. Hinc aequatio diflferentio-differentialis ad forraam hic receptam 
reducta, ut nohnisi quantitates finitas oo^ y^ p tt q contineat, crit 
homogenea, si litteris x tt y unam dimensionem tribuendo, litterae 
p vero nullara^ at litterae q unam dimensionem negativam, in sin- 
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gulia aequationis terminis idem oriatur dimensionum numerus. Vicls- 
sira ergo quoties haec proprietas in aequatione inter quaternas quan- 
titates cc^ y^ p et q proposita deprehenditur , ea acquatio erit ho- 
TOOgenea et forma Yulgari expressa manifesto homogeticitatem pi*ae 
se feret. 

Corollarium 1, 

791. Si ergo in aequatione tali homogenea inter x^ y. p 

ct q statuatur yznLUX ct 7 — —, omnes. termini eandem potesta- 

tem ipsius x continebunt, qua ergo per divisionem sublata, aequa- 
tio prodibit tres tantum yariabiles u, v ct p invoivens. 

Coroliarium 2. 

792. Criterium igitur aequationis liomogeneae inter quatuor 
quantitates x^ y^ p et q propositae in hoc consistit, ut posito 

y znu X et 7 zz: ^, quantitas x prorsus ex caiculo exterminetur. . 

r 

C r 1 1 a r i um 3. 

793. Facta itaque hac substitutione, qua obtlnetur aequatio 
inter ternas quantitates u^ v et p^ ex ea pro lubitu vei p per u , 
et t;, vel 1; per u et p, vel u per 1; et ^ definiri poterit. 

S h 1 i o n» 

79^» Simili modo ideam homogeneitatis in aequationibus dif- 
ferentio-difTerentialibus constituimus , quo in aequationibus difTerentia- 
libus primi gradus sumus usi. In his quidem, cum differentialia 
sponte eundem dimensionum numerum constitucre dcbeant, homoge- 
neitas ex solis ipsis variabilibus x ct y dijudicatur. At in aequa- 
tionibus differentio - differcntialibus praeter ipsas variabiles x tt y 
etiam litterae q ratio in computo dimensionum haberi debet, ita ta- 
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* « 

TOcn ut ipsi una dimens?o negativa sit tribuenda; littcra autem p 
in hunc computum plane non ingreditur, quae ergo utcunquc ae- 
quationi implicetur^ homogeneitatem non turbat. Piurimum autem 

interest probe nosse indolcm differentio-differentialium aequationum 

» » 

bomogenearum, cum earum resolutio ad resolutionem aequationum 
differentialium primi gradus reduci possit, ita ut si haec successcrit, 
etiam .ipsarum aequationum differentio-differentralium integratio ha- 
beatur, id quod in sequenti problemate luculentius ostendcmus. 

P r b 1 e m a 98. 

79 5. Proposita aequatione differentio - differentiali homogenea, 
-cjus resolutionem ad integrationera aequationis differentialis primi 
gradus reducere. 

S o 1 u t i o. 

Reducta aftquatione ponendo d y zzipd x et dp — qd x ad 
formam hic receptam, ut habeatur aequatio inter quatuor quantita- 

tes finitas rc, J/, /> et q, ponatur yzizuce ct qzzz^^ ac cum ae- 

quatio Bit homogenea , hoc modo quantitas x penitus ex calculo cli- 
tJetur, ita ut proditura sit aequatio inter ternas quantitates m, v et 
p, ex -qua unam per binas reliquas dcfinire liceat. Nunc igitur cum 

sit dy — pdxj txit udx'+'X^u::z.pdxj hincque ^— ^:^;^* De- 
inde ob d p zizq d x^ erit d p zn^^^-^j ideoque -j^— — , ex quo 

duplici ipsius * valore coliigitur — ^zz:—-, se\ivduzzpdp — udp» 

Quodsi ergo ex illa aequatione quantitas u definiatur per binas p^ 
et w, habebitur aequatio differentialis primi gradus inter binas va* 
riabiles p ei u^ cujus integratio si tuerit in potestate, ut p ptr u 

innotescat, aequatio —ziz^^y in qua variabiles a: et u sunt sc- 

paratae, integretur, sicquc x per u definietur; unde fit yzziux; 

seu statim in hoc integrali loco u scribatur -^, ct habebitur aequa- 

tio inter x ct y quaesita. - 

7 



4 



•*>. 
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Corollariura 1. 

796. Totum ergo negotium reducitur ad integrationem hujus 
aequationis diflerentialis simplicis vduz:z:pdp — udp^ quae si 
ope regularum supra traditarum expediri queat, siraul acquationis 
differcntio-differcntialis integratio habctur. 

Corollarium 2* 

79 7. Simul autera patet resolutioncra hujusmodi aequationum 
duplicem integrationem rcquircrCj undc duac quantitates arbitrariac 
constantcs ingrcdientur, quibus integrale completura constituitur. 

Corollariura 3: 

79 8. Etiamsi autem integratio v "c^ u zizpd p — ud p non 
succedat, tamen ingens lucrum est rem co perduxisse, cura supra 
xnethodus gencralis sit tradita integralia omniura aequationura diffe* 
rcntialiura prirai gradus proxime assignandi. 

S c h 1 i o n. 

799. Operae igitur pretiura erlt eos casus pcrpcndere, quU 
bus aeqiiatio v d u ziz pd p — u^p integrationera adraittit; quamo- 
brcra examinemus, qualis functio v debeat esse ipsarum p et u, ut 
hoc evcniat. Primum autcm patet hoc ficri, si v fucrit functio ho- 
mogcnea unius dimensionis ipsarura /> et w, quoniara tura ipsa hacc 
aequatio fit homogenea ac per regulas supra expositas.ad integra- 
tioncra perduci potest. Deindc etiara integratio succedit si fuerit v 
\functio quaecunque ipsius p^ quoniam tum altcra variabilis u unam 

diraensionem non superat, et acquationis du-^^ — ^ zz; ^-^ integra- 
fiJ .«'^ pdp 

c' v w — y - — -• 

V 
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Tertio mtegrationem absolvere licebit, si v fuerit functio quaecunque 
quantitatis p — u. Posito enim p^^urns^ ut sit v functio ipsius 
^ , ob ;? ~ ^ + w , nostra aequatio erit v d u zns d s -^ s d u^ 

ideoque ^wrz:^—^ et uzzif—^^^ quae integratio adeo ad for- 

mulas simplices est referenda. Quarto manente s "ZH p — m, si P, 

Q, R denotent functiones quascunque ipsius^, aequatio nostra i;3wz: 

P,y 

s^ s -\- sd u tractari poterit, si fuerit v zizs ^ , lum 

Qu -4- \\.u^ 



-cnim fit V "d u ziz Q ud s ^ R u"^ d s. Quinto etiam patet, si de* 
notantibus V et U functioncs quascunque ipsius w, fuerit v ziz s -j— 
V^^-f-UA^", inlegrationcm quoque fore in potestate, fit enim ae- 
<juatio nostra ^ s d u^ \j s^ ' t) u ziz d s. Atque in gcnerc si ac- 
quatio diHereutialis d^ZZzZdu fuerit intcgrabilis, existente Z func- 
tione binarum variabilium s tt u, cum nostra aequatio sit s d s zzz 
i(v — ^) 3 Zf , habebimus v zzz s -^'L s pro omnibus casibus integra- 
4ionem admittentibus. 

E X e m p 1 u m 1 • 

80 0. Sumto elemento 7) x constante^ si proponalur haec 
aequatio x x d d y ziz x ^ x d U ^ ^^U ^ ^^ > ^J^^^ integrale invenire. 

Posito d yzizp d cc et d pznql) oc^ erit q x xzzip x -\^ ny^ 
unde facto 2/ — ^^ ^^ prodit q x zzz p -^- 7i u zzz v ^ ita ut v sit 
functio unius dimensionis ipsarum p et u, et aequatio nostra 
Qy -^ riu^ d uzzz p d p—ud p fiat homogenca. Cum ergo sit nudu-^ 
pdu-^uc^pzzip^d p^ crit integrando 

C -^nuu -^ 2 puzzzpp tt 
pzziu -\-y{Q -}- (n •+- 1 ) u u]. 

Habebimus ergo ^ _ ^^^^^^^^^^^, , quae denuo integrata dat 

/ X ....^^ — 77 — ■; — ^\ / ————————— — ———————— acu 
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D a;'»'^'»-»-») = u )/ (n H- 1) -f- / [C -f- (n -f- 1 ) « w] 
binCque 

D2 ^,2 y (n 4- 1) __ 2 Da^^^C^-^-Ou/^n-hDi^iC; 

Sit D — //(« -f- 1) et C r= ^ (n 4- 1) 
ut habeatur ♦ 



^V ftft ^w* 4#- 4M^ Af 

Casu quo um — 1, ob — — — , erit aZ— zzim — — , ideo- 



ffx^^i^-^ — 2 /a?>^ C«-h M = ^, cxisteme u =: ^ 

X 

que yzmaxl — . At si n + 1 sit numerus xiegativus integratia 
etiam angulos im.plicabit» 

Corollariumi» 

80£* Si sit nrzO, hujus aequationis xx^df/ZHx^xdlf 
integrale completum erit J^x^ — 2/yzizg^ qui casus per se est 

perspicuus* Cum ex ^|^ =ii ^ fluat 

|^i=/a? ci 2y=:fxx — -^- 

Coroilarium 2» 

8 2» Si sit n m 3 , aequationis 0:0; ^d yzn xd xdy -4* 
3 yd x^ integralum completum est jff^x^ ' — ^ fxy zzg^ Idem 
evenit si loco }/(n-f-l) scrlbatur —2, fit enim 

•g — ^=:s^ tijgr-2fxy — gx^, 
utraque rcdit ad y zi: — 4- (3 o:^» 

Exemplum 2» 

803» Sumto elemento dx constante^ si proponatur haec 
aequatia ^^q-- 3Z)/(ma;a;D2/^ + nyt/da;^), ejus integrale 
completum invenire. 



S 
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Ob d y nz pd x et d p zn q d x , habebimus q x x z 
y^ (mpp X X -{- ny t/)y quae posilo yzizux abit in 

^ 9 j: ~ )/ (/n /;/>-)- n w w) z: i; , ob q zzi^* 

Quia crgo est — zz:— — -*^, erit 

duy/ (jripp -^nu uyzzzQ) — lOd p^ 

m 

quae cst acqiiatio homogenea. Ponatur ergo pzzzsu^ et prodit 

d u /<m * ^ -+- n) m (jf — 1) (^ 3 a -h zt ^ ^) ; 
hincque 

d u (s — • df s 

u "" 



V (ms S-+' n) — 5 s -i- 5 



ex qua fit 



"x" "~ (s — i)w ' V (mss-^-n) —ss -+-5 



nnde tam uzn-^ quam a: per eandem variabilera s dcterminatur. 

Exera p lum 3. 

80 4. Sumto elemento dx constante, si propontitur haec 
aequatio nx^d^y:z(ycix — xdy)^^ ejus integrale invenire. 

Posito ^yzzpdx ct dpzqdx ^ erit nx^ qZL(y—pxy^z:nxxv 
ob flrzn— . Si jam statuatur yzux ^ fiet , 

ni;— (u-;;)^ et _ zz:^— — -^ ~ ^3^,t 

nnde habetur ndpzipdu^^udU: quae faeto /? — ur^, abit in 
yi^^-4-n9^ii^3u seu duz: J^_^ » hinc uzzn/^-—^. Tura vcro ob 
;/ — u zz: ^ y erit 

*=-=•', at y:i/ia:Z*-^- 
Cum crgo sit 
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I— P«' ^ «(x — px) 

C o r o 1 1 a r i u 111. 

80 5. Aequatio nx^qzizQ/ — pxy facilius resolvltur, ponen- 
(Jq y — pxTZZj unde fit — xdpzidz; quar^ ob qdxzzdp^ erit 

nx^dpzizzzdxziz—*nxxdz^ 
ideoque 

X 1 fi X — a n 

— iz: — seu — — — , ergo 

X a z ax y — px^ ^ 

n a X yBx — x B y 

y^px=z — - _ ^ 



^uare 



ydx — xdy _ nad x 



XX ' «(x-^ a) 

j X 

X X — a 



et 



^ — nl — h C ut ante- 



Exemplum 4. 

8 6. Sumto 7) X ^onstante^ si j>roponatur haec aequatlo 
(dx^-+'dy^)y{dx^-i'dy^) = ndxddyi/(xx-hyy), 
httegrale invemre. 

Posito dyzipdx et dpz:qd^9 aequatio proposita 
hanc induit formam 

+/^/0/(* -^PP) —nqy{xx -^yy), 
quae facto y — ux et q zzii^ transit in hanc 

(* -4-/^/0/(* +/>p) = nt;]/(l ^uu). 
Cum igitur sit If — JJL — ^ ob 

^ X p — U V ' 

V =1 iL±PPmL±:m erit 

n / ( 1 -|- u u) 
3 

(l -\-ppy d u — nQ) — u)dp ]/(l •+-uu) 

cujus resolutio non sponte patet. Calculum autem ad angulos re* 
Tocandoi sit ^zntang.CJ!) et u — tang. co, erit 
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P — — ^f^T j a u zzz -^ 



> 



/(1 -4-/>/0=:,-^, /(l+uu)=:^-;^, et 

T ' & a) _ nsin,(<P — (o) _j d .^^ 

cos. Cp3 * cos. w* ^* co5.cpcos. w • cos.w • cos^Cp» 

3 0) :i: w a Cp sin. (Cp — w) n 3 Cp — (3 Cp — 3 (o) crga 

::v /K ^$ — ^" , 

^H^ 1 — as/>i.(Cp — w) 

Posito ergo Cj) — co = vl^' , erit 

(t):=r ^^.-r et a)=/_i4L_-vL;. 

hinc ob ;> z: tang. (|) , et w z: tang. (o , obtinetur 

9 X B u cos. CP cos. w B cj cor. Cp n 9\t/c<>y. ^ 

IT JTnTxjp 5/n. vp C05. w "~ co5. w(i — n situ^)^ 

Casu n =: f , fit 

-\ /K 9^ d^ (i +ym> >^) 

^ ^ 1 — s/n. \(/ cos. >)/* ' 

(D = t.„g. vj/ 4- srt = i±fS^ + «. 



I -4-5/n. vl/ , I . 



cos, xf/ 

. 9 « 9 cp co?.(p _ 9 (p coy. (p ^ 

X cos. w "^*" CQS. cp cos. \|/ -H 5/n. cp s/n. >J/ 

Cura autera sit Cb — clzzzV ."' ? , erit 

~ »1 — 5/n. \|/ 

sin vP 1=: C^jTf )*:=-^ , cos,vPc=,^C^7^) . Ereo 

^- (Cp — a)»H-i' ^ (Cp— a)«4-i ^ 

dx 9Cp coy. Cp [(Cp — a)»-4-l ] ^ 

X a(Cp— a)cos. Cp-+-(Cp — a)**/n.cp— f/n.4> 

Corollarium 3< 

8 7. Si casu wz: 1 sumatur constans a iufinita, crit sin vpr; i, 
hinc v|yz:9 0^ et (o-C|) — 9 0^ tura vero ^z=?4^^, ideoquc 
xzza sin. (j), ct uz-^cot.Cl), crgo yz:— acos.CJ), et xx-^yyziaa* 



ST 
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Corollariam 2. 
f } ?. £oc£3i antcm casu nz: 1 , quo constans a non sumltur 

- - - dx 

mcxiams, cm — acquatar, numerator commode cst difTeren* 
cuiie de&oaimarans ; midc fit 

^-« [($ — a)* sin. - ain. (J> ^ 2((p ~ a) cos; $]. 



itit t itt 



4)-Aog.tang.(^-, 



tang. (J)- ^^~'^'t' 



seu 



> ft ((p ~ g) y f ?i. — ((p — q) * cos . cp H- ''0? • (p . 

ccQSequenter 

y:z— «[(0— a)^cos.C/)— cos.Cj)— 2<(I)~a)sin.(I)] et 
l ixx -\-yy) — [(()) -r- a)2 -f- 1]. 

S c h 1 i o n 1. 

809. In genere ctiam integrationem absolvere licet. Cum 
enim sit 



a0 



^^ 



et — — — - — -- , erit 



COf.b) 



Ang. cos. JLzzii^ijL; 
1 — fiiiii. >j/ 



"" i — n sirt. >|/ 
d) -4- CL d -T7 — ^ X 

imde posito 

(Cp + a)/(l— nn) = d, erit cos. d=-^^-=-^^ 
hiucque 

$\\\. \b n ; ^ —1 et cos. \L' r ^-^ — t^ • 

A\ ob w -0 — vj^i hahcbltur 

\ix .^ nt^>;P coy,vp (i — ncos,$) 

a ~" Ct«. yf viN. «>> (T-^ n r.) -H sin. $ (n — corT)* 
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Jara cum sit d ^ ~d (^ Y H — nn), dlfferentiale hujus denomlna* 
torls cst 

— 9Cl)sin.C|) sin.^]/(l — nn) -f-DC|)cos.0cos. $ (l — nn) 
-f- n ^ Cp cos. Cj!) — ^ C|) cos. Cj) cos. ^ h- 3 Cp sin. Cj) sin. (J "/ ( 1 — /i n), 

quod redit ad n3CJ!)cos. CP (1 — ncos.^) ipsum scilicet numeratorem. 
Ita ut sit 

xziza [cos.C/)sin $]/ (i — 7zn)-]-sir,Cp(A2 — cos.^)] 
seu a?:izacos.a)(i — ncos. ()), ideoque 

y zn. ux ziz a sin. (o (1 — ii cos ^). 
Assumto ergo angulo ^, quaeratur angulus \|/, ut sit 

sm. u/ 1=1 — T-irr-j et cos. vu zz: . y (1 — n n) , 

' 1 — n Cd5. fl • 1 — n cos. # '^ ^ ^ ^ 

tum vero iiat 

w =: -7-r-^ r — a — vL/, 

y(i — nn) ^ » 

eritquc integralc completum 

a?ir:a(l — ncos.^) cos.(o et j/ma (1 — ncos. ^) sin. ci). 

S c h o 1 i on 2. 

810. At si nuraerus n sit unitate major, haec integratio 
fit ima inaria, quod incommodum ut toUatur, notandum est, aequa- 

tionis 3 4^=r=^i77^ Jntegrale esse 

/tN _i „ » 7 y ( n ■- i) (i -4- 5/n . xf /) -f-/ Cn-4- Q f t - s/ n. vj/) ^ 

H^ "i" « y (n n — i) V(a- i) {v -^ sin. y\f) — V {n — i){^i^ siiT^ 

Quare si ponatur (C^ -H a) )/ (/i /z — 1) — ^, ut sit 

d^ — d<^Vinn^i) et or— Cp-vpzz ^^-^^a-vj^, 

erit 

e"-!-! y in — l)(l4 -sin.v|/) (n — 1) (1 -f- sin.v|y) 

e* — 1- }/(«-l-t)Cl — sin.vjy) cos.vp ]/ (Ai/i— l) ' 

8 
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unde rcperitur 



♦ 



e 







-+-2«-+-^""^ , (e^ — c^^O/C/in— O 



siiK v}/ — — 7 :; zi ^t cos. \p =, p- . « , 1:7- , 

iia ut ex angulo ^ definiantur anguli vjy, et co. Cum jaip sit 

X cos. oj coy. (p cos. "v^ H- 5rtt. cpf/a. vp ' 

5 07 n 5 (f) cos. (/z e^ -t- 2 H- n e"" ^) 



a: cos.(I)(e^ — e-^)y inn — l) + sin.(p)(c<^-i- 2 n + e"-^) ^ 

ubi iterura commode cvenit, ut nuraerator sit ipsura diffcrentiale de- 
nominatoris, qucmadmodura difFercntiationcra instituenti mox patcbit^ 
Hinc ergo erit 

a:z:a[cos. (I)(e^^e— ^)]/(nn— ' i)-H8in.Cp(e'.-i-2n-He"-^)] scu 

a7.::acos. oa(ne^H^2-H72e""^), ct ob wii— z: tang. (u fit 

yz:asin.a}(nd^-}- 2 --f-ne"~^). 
Quocirca cx angulo () primo quacratur angulus vp, ut sit 

. , e^4^2nH-e-^ • (c^~e"^/(nn~l) 

sm. vp z=: 7-^ , ^ , ^^^^^ ct cos. y^ ~ 



ntf^-4-2-f-ne ^ • ne^-+-2 -hne~^ * 

quo mvento capiatur angulus oj — y? — -jzr^ — ^ — "^> ^c forrau- 
lae illae pro x tt y invcntac dabunt intcgralc complctum ob duas 
constantes a ct a introductas. ^ 

• * 

S c h o I i o n 3. 

811. Cura hic praccipua pars integratronis fortuito successis- 
se videatur , operae practiura erit in ejus causara inquii-erc , num 
forte ratio integrandi clarius perspici queat. Cum igitur sit 

Cl)=i:v|y + a) ct acp = ^-X—r. 

hincque 
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aequatio 

w.Z > ^^ ^^^* 0- cos. v|/ C08. 0) - sin. vp sin. co , 
in hanc resolyitur 



dx 

X 



nd<b C08. vly — Ig^-l^-^""", 



— z::: n Kn cos. \i/ — . — -r_ 
tquae ob 

induit hanc formam integrabilem 

dx , n3vpcos.4' B cj si n. (o 

i*" I — n sln. tp cos.ca ' 

cx qua elicitur 

^— i^nsin.^ ^ ^^7:=^n7^^ ^^ j/rwo^rartang. (0. 

En ergo in genere aequationis nostrae hanc integrationcm. Angull 
ca et vjy hanc inter se teneant relationem, ut sit 

(i) m: -^ — 7- > 

2 — nx/n. y 

tum vcro erit 

a cos. 0) , , <r j/n. co » 

^ — • — r et fJ in : — r • 

Quodsi ergo ponamus )/ (:r o? -f- y j/) r: z , ut sit 
a;i:z cos o) et t^ n z sin. (o , erit 

- — ,-n»n.x|/ et 8in. v|y— 5^^, hinc 

3 0)^ ^'°-"^^^ . At fit 

a 
zVCn n » » — (a — a)*J ~ 

unde angulus o) per z definitur. Ad irrationalitatem toUendam, si 
ponamus 

}/[nn zz — (z — ' a)^] — ^ (n z •+• z — a), fit 
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9 0) 



— 5S-+-I (a-}-j)5S — a-H» 

quae integratio est manifesta. 

P r b 1 e m a 99. 

8 12. Si acquatio differentio-diffcrentialis tura deraum fiat ho- 
mogenea, si alteri variabili i/ tribuantur n diraensiones, ejus inte- 
grationem ad aequationem differentialem primi gradus reducere. ^ 

S o 1 u t i o. 

Posito ^y znpd ^ ti ^ p zizqd Xj^ ut oriatur aequatio inter 
quaternas quantitates finitas Xy y^ p tl q^ quae quomodo ratione 
homogeneitatis futura sit comparata, videamus. Primo ergo cum 
pro X unam dlmensronem numerando, variabilis y habeat n diraen- 

siones, quantitati pn:^ tribuendae sunt n — 1 dimensiones, quan- 
titati q — ^- vero n — 2 dimensiones. Quocirca ponamus 

y — x^Uf pzn x^^* tj et qzizx^'^'' v^ 
et ob d y znz^pd oc ct ci p ziz q d x y hahebimus 

xdu-^^^docz:ztdx et xd t -{- («-^i) i^ xizv ^ x ^ 
imdc colligimus 

dx 9tt _^ dt 

X t 71 11 ^~^ V — (l-TJ 0*^ 

ideoque 

D w [t; — (n — 1 ) f ] zz: D ^ (f — nu). 

At factis superioribus substitutionibus in aequatione inter x, y, p 
et 7, per hjpothcsin variabih's x cx calculo cxtruditur, ita ut pro- 
deat aequatio intcr tres tantum variabiles u, t tt v^ ex qua litte- 
ram v per binas t ct.u definire licebit. Ouo valore substituto ha- 
bebitur aequatio differentialis primi gradus intcr binas variabilcs u 
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d x— d u 



et f, ex qua t per u determinari queat; ope aequationis — — 

y 

definictur x per u, hincq^ue ob u ~ — - obtinebitur aequatio inte-» 



x'' 



gralis inter x ei y, eaque ob dupliccm integrationem complcta. 

C o r o l l a r i u ra 1 . 

813^ Aequatlonum ergo inter oc^ y^ p tt q hoc modo trac- 
tabilium hoo est criterium, ut posito yznx^u^ pzizx^'''^ et r/z: 
a;*~"^f, exponens n ejusmodi determinationem patiatur, ut variabi- 
lis X prorsus ex palculo per divisionem egrediatur. 

Corollarium 2. 

814. Si sit mtO, aequatio ita est compariita, ut tribuendo 
ipsi y ejusque diflerentialibus nullam dimensionem fiat homogeaea. 
Hoc scilicet casu sola variabilis x cum suis differentialibus dimen- 
siones constituere censeiur* 

C o r 1 1 a r i u,m 3. 

815. Contra vero si dimensiones ex sola variabili y aesti- 
mentur, ita ut ea cum suis diflerentialibus d y ^t ddy ubique eun- 
dem dimensionum numerum constituat, cxponens n fiet infinitus» 

S c h l i o n. 

8 16. Si sola variabilis x cum ^ suis diflTerentialibus ubi(inc 
eundem dimcnsionum numcrum ^romplet, ob nziO fit uziy , et in 

aequatione inter x ^ y ^ p ei q statui conveniet p ~ — et q zn ^- 

quo facto variabilis x ex calculo dcturbabitur, prodibitque aequatio 
inter y, t ct v^ cwjus ope acquatio differentialis d y (v -\- i)zitdt 

ad duas tantum variabiles reducctur, qua resoluta erit - zz: - ^ ? 

ubi cum t detur per y, integratio nullam habct difficultatem. Ve- 



■^* 



\ 
\ 
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rum altero casa, quo variabllis y 8ola cum «uls diiTerenUalibus pa* 
rcs ubique dimensiones habet, ideoquc cxponens n infinitus capi de- 
bcret, resolutio alio modo institui debet, qucm mox docebimus, ni- 
si fortc pcrmutando variabiles x ti y casum ad praeccdentcm re- 
duccre lubueriL 

Exemplum i. 

817. Sumto elemento d cc constante^ si propondtur haec 
aeguatio xxTidyzzcLydx^ -^^xdx^y^ ejus integrale invenite. 

Ferpefidatur hic ista conditio, qua sola variabilis x cum suo 
diffcrcntiali dx ubique duas constituit dimensiones, critque nzzzO. 
Cum ergo posito d y :zpd x et d pzzzq d Xy habeamus q x x zz: 

aj/-+-j3pa?, statuamus ;? — — tt qzzi^^ fietquc vzzzay^ (it^ 

unde» adipiscimur istam aequationeni differentialem 

oiydy-]-(^-\-A)tdyz=:tdt, 

ob cujus homogeneitatem faciamus tzzzyz^ eritquc '^ 

«92/ + ((3+0^^y = y2;3z-f-zz3j/ scu 

d y _^ zdz 

y ~" ct 4-(p-f- i) a — zz 

Sit ct -h (j^ -i- i) z — z z =z (^/ -i- z) (g — z) 
ut sit 

az=fg et p+l =.g—f, 
repcrieturque 



y f-\-z g — z 

unde colligitur integrando 

_l g 



%. 
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Tum Tcro est 

dx 3^ 9 z 



seu 



X yz (/-h2i)(g — zy 

dx I d z , I 9 25 • . 

, hinc 



X /4-g /4-» fHrg ' g-z 

Unde cum sit z ~ — 77-T-r j-r — , erit hoc valoifr ibi sub- 

stituto , 

(/H- g)bioDf y:=za {bf-^-B-\- a:/ + S), 

s«u posito T^r- — <? 

cst vero g — /z= p -f- 1 et gr -^fz=. /((^ + 1)2 -|- 4 ct). 

Corollarium, 

818. Quoniam in aequatione proposita etiam ambae variabi- 
les X ti y simul ubiquc totidem dimensiones babent, cam etiam se- 
cundura praecepta praecedentis problematis tractare licet* 

E X c m p I u m 2. 

819« Posito ^x constante^ si aequatio differentio-differen-^ 
tialis duobus tanlum terminis constet^ ut sit Hujusmodi 

ejus integrdle investigare. ♦ 

Posito 9yzii/?^a? ti d p zzzq d x^ habebitur haec forma 
qzicx^y^p^^ ubi exponentcm n ita definirc licct, ut posito y — 
x^ii^ pzzix^^^t et qznLx^^^v^ variabilis x per divisionem toHi 
possit, capi enlm oportet 
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lumque erit vzizcu^ t'^. Aequatio ergo difFerentialis primi gradus 
resolyenda erit 

cu^t^^d^ — {^ — tduzzit^t — nudt^ 
ex qua cum variabilis t per u fuerit dcterminata, integrari oportet 

hanc formulam — ziZ: — -—. quo facto ob utiz — , obtinebitur ae- 

quatio integralis quaesita infer x et y. 

Casus tantum |3-f-y:=zl, quo n fit infinitus, peculiarem po- 
stulat tractationem infra exponendam, nisi forte simul sit Y~a-+-2, 
tum enim exponens n prorsus arbitrio nostro relinquitur, at aequa- 
tio erit homogcnea. 

Exemplum 3. 

82 0. Sumto ehmento dx constante^ ^i proponatur haec 
aequatio 

cc^ddy—x^dxdy-h2tvydoody — Ayydx^^ 

ejus integrale invenire. 

Hic evidens est, si ipsi y ejusque difFerentialibus dy et ddy 
binae dimensiones, ipsi x vero et ^o? singulae tribuantur, in om- 
nibus terminis obtineri sex dimensiones. Quare cum posito dy^^ 
pdx et dpznqdx^ habcamus hanc aequationem 

x^qzi:x^p--J^2 xyp — ^yy^, faciamus 

yzzzx^u^pzzzxt ct qzzzv^ prodibitque 

vzzit-^Qut — 4uu. 

At ob /J~2, aequatio diflerentialis nostra erit 
du(v — t)z:zdt(i —2u), 
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quae abit in 

2udii(t — 2u)zzzdt(t — 2ii), 
unde deducimus vel t zn 2 u, vel t ziz u u -f-c, quos binos casus 
scorsim evolvamus. 

1) Si f rz: 2 w, ob — — . — ~ fit duzzzOj ideoque uziCj 

ac propterea y ziQ. x x^ quod est integrale particulare, aequationi 
propositae utique satisfaciens. 

2) Sit t — uuA-c, erit — :=:— ; — ^'' ^ , ubi tres casus 

^ ' ' « ttU 2 ttr-|-C ' 

sunt considerandi : 

Primo si constans c i: 1 , erit 

/ — ~ — 7 ~ -^^-^ , seu X xzLix X —y) /— • 

Secundo si constans c — 1 — /y*, erit -^ izi ^y_ff > 

hincque 

2/ / tt-Vl ' ' 

crgo ob w ziz — erit 






Tertio si constans c zzz 1 -^ff^ ideoque — 
quae integrata dat 

/-zziy Ang. tang. — , seu — — ^- — tang.// — 



^tt 

« (u— 1)*+// ' 



Pro ratione ergo constantis arbitrariae c integratio vel alge- 
braice succedit, vel a logarithmis, vcl ab angulis pendet, unde for- 
ma gencrali cxprimi nequit. 

S c h I i n. 

82,1. Integrale autem particularc primo inventum yzzCxx 
in nulla harum formarum, quibus integrale completum constituitur, 

9 
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contineri deprehcnditur: nihilo vero minus saiisfacit aequalioni dif- 
ferentio-diflerentiali propositae. lloc ergo exemplo magis illustran- 
tur ea, quae supra circa hoc paradoxoii sumus coramentati, quod 
interdum aequationi dilleientiali salisiaciat aequatio finita, quae in 
intcgrali completo minime conlineaiur. Vidcmus igitur hoc idem 
paradoxon etiam in aequationibus diflcrentio • differentiahbus locum 
Tiabere. Utrum autem illa ac([uatio yzidxx inter intcgralia sit 
admittcnda, alia est quaestio, qaae nondum penitus videtur confecta; 
hic quidcm ipsa aequatio proposita quasi factores habens est cen- 
senda, cx quorum altero illa aequatio yiiQxx nascatur, verum 
multura abcst, ut in hac exphcationc acquicscere queamus. Quin 
potius ipsa illa quaestio, sive gcometrlca fuerit sive alius discipli- 
nae, cujus solutio ad hujtismodi aequationeni perduxerit, accurate 
perpendi debere videtur; ubi plerumque haud difficulter indicare po- 
test, utrum quicquid aequationi diflercntiali satisfaciat^ id etiara ip- 
si quaestioni conveniat nee nc? Vcluti si desccnsus gravis ex alti- 
tudine ZLa labcntis definiri debeat, et altituda qua jam a terra di- 
stat sit Xy erit ibi celcritas ut ]/ (a — x), et elcmentum temporis 

dtzzi-r ^ l_ s . llic quidera evidens est isti acquationi dilTercntiaU 

satisfieri ponendo xzza, ita ut tempus t mancat indefinitum, quod 
tamen quaestioni neutiquam convenit,^ quac nonisi vero integrali 
t nz 2 ]/ (a — x) resolvitur* 

P r o b l e m a 1 . 

8 2 2. Si in aecjuatione differentiodiirerentiali variabilis y cum 
suis diflercntiali!)us ^ y et > y ubiquc eundem dnn^bnsionum nu- 
merum adira!)leat, cjus integrationera ad acquationein differentialcm 
primi gradus reducere. 

S o I u t i o^ 

Posito ^ y zzz !> 7) X ?*t d p — r/ c) Xy aequatia ita crit compa- 
rata, ut in ea ternae variabilcs j/, p^ 7, ubiquc cundem dimensio- 
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num numerum obtineant, altera variabili x in computum dimensio- 
num prorsus non ingrediente. Quarc si statuatur p'Z.utj ct qzivy^ 
in omnibus terminis inerit eadem ipsius y potestas, qua pcr divi* 
sionem sublata habebitur aequatio inter ternas tanlum variabiles x^ 
u et Vf ex qua unam per binas reliquas dcfinire licebit, ita ut v 
acquetur functioni cuipiam ipsarum x et u. Jam ob p-zziuy erit 
d y 'nzuy d x^ et ob d p — q?) x fiet ud y --{-y^d uzzi v yd x ^ 
unde sequitur 

~r u X ct - - zz^ j 

y y u 

ideoque d u ^ u u 1) x zziv d x^ quae aequatio difFerentialis duas 
tantum variabiles x ct u complectitur. Quam ergo si integrare li« 
ceat, ut relatio inter x et u indc innotescat, superest, ut formu- 
lac udx integrale investigetur, quo invento crit ly 'ZZ.fuT) x^ sic- 
que aequatio orietur integralis inter x ct j/, quae ol) duplicem in- 
tegrutionem peractam duas constantcs arbitrarias involvet, ideoquc 
intcgralc completura cxhibebit. 

Corollarium 1. 

8 23. Hujusmodi crgo aequationum integratio reducitur ad 
hujusmodi aequationem diflerentialem du-\-uul)xziiv7)x ^ cujus rc- 
solutio si snccedat, simul illarum integratio habetur, cum formulae 
u7)x integratio difficultate careat. 

Corollarium 2. 

824. Cum sit ^^ — u3ar, erit y — c-^^^*, qua substitu- 

tione aequatio difl^erentio -diflferentialis proposita statim reducitur ad 
aequationcm diflerentiaiem primi gradus, erit enim 

g^_/j_e «, et a,-7- ^^ 

ac tum fcirraula exponemialis sponle ex acquaiione egreditur. . 



«# 
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i 

Corollarium 3. 

825. Vicissim etiam proposita aequatlone cGfrerentiari primi 
gradus ^M-f-wu^xzirDx, in qua v slt functio quaecunque ipsa- 

rum X et u, ea posito iiziz—-^ in ejusmodi aequationem diffe. 

rentio-ditferentialem transforniatur , in cjua variabilis y cum suis dif- 
ferentialibus oi/ ct ddy ubique eundem dimensionum numerum con- 
stituat. 

S c h o l i o n 1 . 

826. llaec reductio aequationum diiFerentialium prlml gradus 
td gradura seoundum legibus analyseos adversari videtur , interim 
tamen subinde usu n-^n caret; quodsi ejiim alia methudo hujusmodi 
tequationes diirerentio-diHerentiales tractarc* Hccat, dum earum inte- 
gralia vel pcr serics exhibentur vel finite, simul integralia aequatio- 
num diflercntialium primi gradus innotescunt, quorum ratio plerum- 
quc atiundc vix perspicitur. In sequentibus autem vi.debimus, ejns- 
modi aequationes diflcrentio-difterentiales in quibusvariabilis altera 
f/ unam dimcnsionem non superat, per series conimode integrari 
p<>^se, atque adco interdum has series abrumj:)i, ita ut integrale fi- 
nita expressione exhibeatur. Caeterum proposita hujusraodi aequa- 
tione diirerentiali primi gradus du-^uudxznvdx, subslitutio uzz 

'^^^^- co magis cst notatu digna, quod aumto efcmento c) a: con- 

stante fiat 

u zz: —rz V j ideoque 

y dx 
Itu ut duu tcrmioi hoc modo in unum coalescant» 

S c h o li o n 2. 

M',?7* CaMiS hic iraprimis notassc juvablt, quibus aequatio 
u \ u u ^v ^y X intcgrationcm admittit. Hunc in finem $it 
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« 

^wzzY^^x forma genera\is avequationura resoluWllum , et V certa 
functio ipsarum o? et w, ac manifeslum est, si fuerit vzniii-h-y^ 

integrationem succedere. • Primum crgo hoc eveniet si sit V zn -n- > 

denotantc X functionem ipsFus x^ et U ipsius u^ - Secundo si V sit 
functio homugenea nulliiis dimensionis ipsarum x et w. Tertio si 
denotantibus X et ^ functiones quascunque ipsius x ^ fuerit V zn 
Xu-f-H^^^* Quarto si denqtantibas P et Q functiones quascunque 

ipsius w, fuerit V — ^^ . Similique modo ex aliis formis 

* ^x-ir-Ox^ 

integrabilibus alii casus concludentur. 

E X e m p 1 u m 1 . 

82 S. Sumto elemento ^x constante^ si }yroponatur liaet 
aequatio ** 

ejus integrale invenire. 

Posito dy—pdx et dp—qdx, prodit 

quae facto pziuy et pz:vy\ ^ibit in hanc 



ctv -+-iUiuzz-r? ; k, seu viz—r-? ; v — - — > 



a 



unde hane aequationem rcsolvi oportct 

a y (a a -f- X x) a 

Statuatur wnj, fietque 

-\rds^-^^—,=:(l-^~^-)dx, 

!• ^ I ay(aa-f-xx) n ' a/ ' 

I 

quae per [a:-f-]/(aa-f-xx)]* muUiplicata et integrata dat 

six-^ryCaa-i-xx')]'^-^^ -j- ^^/D x [x -^- y (a a -^ x x)]'*-. 
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Fiat x-^yCaa-^-xx^—f*, erit 

aaziV"^ — 2f*a:, hinc 

pa — aa 
X- -U* — irtaf— * et 

ita ut sit 

a ya -4- 1 1 — cl J 

PoiTo est —zziuT^xzzi-^^ at ex aeqiiatione difFercntiali est 

/i . i.^ ^* ^^ _, . ^ 3g 

\^ ^ oi^ s' 5 "^ a|/(aa-+-xjc)' 

hincque 

(l+|)/j/-/^H--^/[a:-+-]/(aa-f-a7;r)]i:/^«-|-D 



a 



ergo y nz B (a- /) " ~t~ ►^. Quare sumto Cz.^— A, habebilur 
existente 



xzilQ^—^aat'^'^)^ vel iCz:[a:H-]/(<ia-f-:ra:)l*, 
ita ut aequatio inter x ^i y sit 

a-f-P a-l-i 

Ct/ * :=:A+^^[a74-/(aa-|-a::r)] 



a 
I — flt 



H- ~r^ [a--f-/<aa-|-a7a:)] 



S c h 1 i n. 

82 9. Hoc idem cxemplum ita cst comparatum, ut alia ra 
tione facillime resolvi possit; aequatio enim 

si per — multiplicetur, ob qdxzidp et p^xzi^T/j abit in 
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a d p I ? d y (^ X 

p "^ y V(da-i-xxy 

cujus singuli termini sunt integrabiles. Prodit ergo 

p^ y^^ i: C [:r -f-y (« ct -f-o; x)] , hincque 

1 ^ 

f/* J/i: C () o:' [o: -f- ]/(a a 4- ^^) J^ 

quae aequatio denuo integrata pracbct integrale antc inventum. 
Forma ergo generalis aequationum hoc modo rcsolubilium est ?dp\- 
Y0l/H-X^:r=:O, existente P ftnictione ipsius /;, Y ipsius z/ et X 
ipsius a:, quae nostro more repraescntatur per P^ -f-Y/; -f-XziO. 
Hinc ergo perspicitur quomodo etiam aequationes dillerentio-ditFe- 
rentiales ope idonci multiplicatoris ad integralionem perduci queant; 
quae methodus, cum in aequationibus difFerentialibus primi gradus 
insignem usum praesliterit, eo magis excolenda videtur, quod etiara 
ad aecjuationes diffcrentiales altiorum graduum pateat, quod argu- 
mentum infra fusius pertractare conabimur. 

E X e m p l u m 2. 

8 3 0. Sumta elemento 7) oc- constantey si proponatur haec 
aerfuatio 

ejus integrale invenire. 

Posita 7)yzizpDx et ^pzzzq^x, erit 

xyn—yp^ xpp + y (4-a~-ilo ' 
quae facto pznuy et c/ — vy, abit in 

. . b u ux 

XV~U^U UX -H;77 r : 

' V {aa— x x) 

unde oritur haec aequatio difFerentialis 

6 U ttr) U 

scu 



* • y (a a — x *.; ' 

xd tt — uBx bx^x 

u tt / (a a — X X j ' ' 
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cujus integrale 

C — ^~ — by/(aa — j:x)j seu 

u ~ ^ , ergo i2 — *^* . 

Statualur y (ua — xx)z:tj ut sit ar^.rzz: — £c)£, crit 

:y C-t-Z>f 6 '^ 6(C-H60 ' 

Sit Cznnbb^ erit 

/ 3^ V(aa— xx) j nb'^V(aa-' X x) 

ubi C et 7z sunt constantes arbitrariae. 



. . i 
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D E 

AEQUATIONIBUS DIFFERE^^TIO.DIFFERENTIALIBUS IN QUI- 
BUS ALTERA VARIABILIS UNICAM HABET DIMENSIONEM. 



Problema 101. 

831. 

Sutnto elemento d^ constante, si proponatur aequatio hujus for* 

mae d d y -f- P ^ .r d y -^ Qy d x^ ziz 0, ubi P et Q sint functio- 
ncs quaccunque ipsius x^ eam ad aequationem diflerentialem primi 
gradus revocarc. 

S 1 u t i 0. 

Ponendo d yzzipd oc et dpzziq'^ cc^ aequatio proposita in- 
'duit hanc forniam 7 H- P /^ -4- Q 2/ — > ^^ q"^, si methodo ante 
cxposila siatuamus pznuy et (iznvy^ obtinebimus hanc inter x, 
M et i; aequationcm v -{- P w -f- Q — , hincque v ZH — P u — Q. 
Tum vero fit 

^ dy — uydx tiudy-i-yduziivydxy 
ita ut sit 

9> ., :% ^ vdx—du 

ideoque 

du^uud X -^V ii3a:+Q3xzz:0, 
subsiituto*pro v valorc. 

Qua acquationc resoluta erit lyzizju^b x. Vel sinc his 

10 
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substitutionibus statim In ipsa aequatione proposita ponamus y ziz 
e/***, unde fit 

'dyzieS''^^ udx, et 3 ^ j/ n «-^* ^* (^ m r) a: -♦- uudx^), 

ct cum facta substitutione quantitas exponentialis e-^^^^ ex calculo 
toUatur, obtinebiiur praccedcns acquatio diflerentialis primi gradus 

du-^uu^x^Pu^x-i-C^dxziz 0, 

a cujus resolutione integratio aequationis diflferentio • differentians 
propositac pcndet» 

Corollarium 1. 

8 32. Haec aequatio differentiaHs primi gradus pluribus tno- 
dis in alias formas sibi fere similes transmutari potest. Veluti si 
pouamus uiziMz, prodit 

MDs-4-s(3MH-PM9a:)H-MMzz9a?4-Q3a:=:0; 

ubi pro M ejusmodi functionem ipsius x accipere licet, ut termi'- 
nu8 ipsa littera z aflectus evanescat, quod fit si 

dU^MVd^ — O scu M — C ^-/P*» 



CoroUarium 2. 

833. Similis forma prodit poncndo m rz — , fit enim' 
T*" "^ "» "^ "^" ^ i hSZdx=zO seu 

KDz — z(DKH-KPDa:) — Ossao: — KKa^:— a, 
i^i secundus terrainus, suraendo K nz C e"~«/"^**, pariter eTancscit. 

C o r o 1 1 ar i um 3. 

834. Similis transformatio generalius instituitur, pon^do u:z 
KL -(- M z^ prodit enimr 



«^ 
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^ K -^ M 5 z H- zdM-i-YLKdx-\-2K. Mzdx -4- M M zzdx* 

-h K P 3 a? -f- M P z 3 a; -4- Q 3 a? ir: . 

quae ordinata praebet 

MDs -+- z (DM -4- 2KMaa7-4- M P a .r) -f-M M s s dar* 

H-a K -h K K ^ ar -t-K P a a: 4- Q a o: 1= 0; 

unde secundus tcrminus tollitur sumendo" 

M = Cc-/^*C'»^ + P) seu K— -^V/''' — • 

Corollarium 4. 
8 3 5. Adhuc generalius similis forma oritur, si ponatur u:z 

as(LM — KN)-4-L^K — KaL-fs(LaM— MaL-HN9K— K^N) 
-f-3s(N0M--MaN)-+-(KH-Ms)2aa-t-P(K-i-Mz)(L-HNs)d:r 
-f-Q(L + Ns)-^^- — 0, 

quae rcducitur ad hanc formam 

zr 5 s (L M — K N) 

^(L^M — Ma,L-f-NDK — KDN | 

"^ ^ ( -h 2 K M a a; -r- P (K N H- L M) a ar -4- 2 L N Q a a;( 
-t- ss(N()lVI — M^N-f- MM^a; H-MNPDa:H-NNQaa?) 
-f-LDK— K^L -f-KKDa^-t-KLPax-l-LLQax: 

■ubi pro K , L , M et N functiones «jusmodi Ipsius x accipere li- 
«et, ut forma prodeat tractatu facillima. 

S c h o li n. 

8 36. Quoniam hujusmodi aequationes difFerentio-diflferentia- 
leSf in quibus variabilis y unicam habct dimensionem frequentissime 
«ccurrere solent, merito geometrae tantopcre in resolrenda aequatione 
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studium et operam coUocaruut, quae etiam forma generaUori ita rc- 
praesentari potest 

cujus quideni casum eximium d z -^ zz'^ x zn a x^d x olim Comea 
Riccati in haud spernendum Analyseos incrementum proposuerat. 

Inter transformationes autem hujus casus praecipue notari mcretur 

» 

3 

positio xzizt^^^^j quae dat 



n 



unde ponendo z ~ C i^ "^ ' , prodit 



n 



(/z -f-2) Ci^^ + ^ 3 i;-f^C nt^-^^^vd t 



n 



-t- 2C C <«H-^t;i; 5f — 2 af^H-^d/; seu 
(» -H 2) C a t; 4- ^L^^' -+- 2 C C t; j; a i — 2 a a £: 

ita ut hlc nulla potestas indefinita ipsius t occurrat. Si hic porro* 
ponatur vzn— -f-j, fiet 

—i~ "^ ^t 

a CCa adt 

t t 

r 

ubi si capiatur a ~ 7^, orietur 

(n -^ 2y C d s -^ 2 C C s sd t =z 2 ad t -^ ItSlLrt^IS 
quae forma simplicissima videtmv 

Theorema. 

83 ?• Sumto elemento dx constante, si aequationi diffcrca- 
tlo-differentiali 

ddy'\--Pdxdy-+'C)ydx^z=:(X 



CAPUT IV. 77 

Citrsfar?iantr intcgraliaj particularia t/znM et ynzN, ita ut ratio 
Mi.N non. sit conslans, crit ejus intcgrale completum j/z:aM-t-3N. 

Demo^nstraitlo. 

Cum ralores i/ zz: IML ct y :zzN satisfaciant aequationi propo- 
aitac y erit 

aaN-t-P^arDN-f-QNaa:^ — 0, 

unde patet, ponendo j/ zn a M -4- j3 N, acquationi quoquc satisfierj,, 
cum fiat 

-f- a (3 a M -f- P a :r a M -4- Q Ma :t-)) _ 
-|-p(^aN -j.Paa;DN-kQNa.r-)f — ' 

Quoniam vevo hoc intcgrale t/ z:z a M -|- (3 N duas constantes. a ct 
j3 complectitur, quas pro lubitu definire licet, id completuia sit nc- 
cesae est, nisi forte N sit multiplum. ipsius M. 

Corollarium 1.. 

83 8. Ex datis ergo duobus integralibus particularibus hujus- 
modi aequationis, ejus integrale completum formari potest, siquidem; 
illa duo integralia sint intcr se diversa*. 

Corollarium 2. 

539. Cum posito yzzze^^^^ scu uzzij^-^^ prodcat 
3aH-Mada?-|-Pw3a?-|"QDa;zz:0. 

/J Hf 7^ itt 

Si huic acquationi satisfaciant valores u zz. jj-^ et u. zz: jj-^ , ei*^ 
dcm quoque satisfaciet valor u — ^a^^f iiy§^- 

Corollarium 3. 
8-40^ Si crgo acquationis 3w-f-wu3a7-f-Pu5^-|- 



-n CAPUT IT. 

Q,dx~0 habeantur duo integralia parlieularia^ t/:zR -ct uzz^Sf vh 

Integrale completum erit 

ee>-^^^*(S — R) 



^g/Rdx^.^P^/Sdx- 



S c h o 1 i o fi. 



841. Maximi moinenti cst haeo obserratio, quod in hujus* 
modi aequationibus ex cognitis binis integralibus particularibus inte- 
grale completum assignari possit. Flerumque autem cognlto uno in- 
(cgrali particulari, in eo signuoi radicale inesse solet, ob cujus am- 
bigurtatem duo simul integralia particularia iiinotescunt Ita si ae^ 

quationi 

^u^uudx-^Vud:r -f-QD:rz=:u 

• satisfaciat valor w — T + )/ V, eidem satisTfacict u — T — }/ V, 

undc intcgrale completum erit 

2Bi/V 

_ a c «/^^^^/V — f3/V 

Ac $1 fprte sit |/V imaginarium, puta }/V— X)/ — 1. db 
^±;d*>^v — cos /Xd xH-y/ ^ l.sin./Xaa:, crit 

^ •*• "^ Ca-h[^;cos./xax-t-(a — l3)s/fi./Xd«.y— X ^ y — 1 • 

•eu posito 

(a — (3) / — 1 =: y ct a + (3 =: 5, 

M n:: T -4- r rv^ — i-r- ■ ,^ < . X , ycI etiam 

w = T -t- X tang. C/X a o: + ^). 



CAPUT lY. tf 

Problema t02. 

842. Sumto clcmento d^ conslanle, invenire intcgralc com' 
pletum hiijus aequaiionis difTerentio-differentialis 



9 o l u t i o. 

osito y izi ^-^^^* prodit haec aequalio 
d u -^ u u d X -)r- AuDa:-{-Bd:rzz:0, sive 



d X 



— 8« 



tt u -h A u -f- B 

cui satisfit tribuendo ipsi u ejusmodi valorem conslantcra ut eva- 
dat «u-f-Au-4-B:;i: 0, qui. sunt 

u:— — I A ' y (1 A A — B). 

Hinc ergo cum faabeantur Wna integralia particularwt y ZIH e^^^^ , 
posito ]/qAA — B)zz:/i, erit integrale completunv 

ac 81 sit n numerus imaginarius, puta rz z: m )/ — !, erit 

— lAx' — iAa?. 

yz:e iacos.ntx-i-^ein.mx^^zCe sin. (mar^y); 

Sin autem sit w z: , prodibit. 

y — e (a-f.|3a?). 



C o r o 1 1 a r i u m !'• 



8 43. Ad integrale ergo aequationis propositae iilveniendum ^ 
resolvi oportet aequationem algebraicam uu-f-Au-|-Bz:0, quac 
eritur ex proposita 

ddy-\-^^ydx ^By^x^ziQy 
u loco jf, dy^ ddy^ scribatur i^^ u^^ u^, et elemcntum d^ Jf^ejV* 



to e'kp'v'1: '■■ iv; 

eiatur, tum enim binae radicefs Illius aequatlonls dabunt integrale 
completum. 

C o r 11 a r i um 2. 



844. Scilicet si aequationis i/ m -f- A z« -f- B zn factores 
sint (li -+-/*) (w -4- f/), ob valores uzzz — f ^^ it— — gr, inte- 
grale completum erit y ~ aC^^ ^ -^ ^ e"^ S^. At si sit g—f^ 
crit y — e"--^* (a + j3 x). 

C o r o 1 1 a r i um 3. 

8 45. Si aequatio mi/-+-Au-4-B:zO habeat factores imagina* 
rlos, quo casu hujusmodi formam habebit 

ww4-2y*zzcos.<^-f-//±0, erit u— — ycos. ^H3/*j/«;i.sin.^., 
hincque integrale eompletum erit: 

2/i:e~*-^*^^^'^(acos.ya;sin.^-4^|3sin./a?sin.^, sive 

S c h 1 i o n. 

8 4 6. Idem IntegYale completum reperitur mcthodo consucta 
cx acqufitione d xzn —■— ^ "^ ^ • posito enim 

Zi u -f- A w -+- B ~ (a -f-/*) (w -f- gr) , crit 

tinde fit 

u -■•—-- 77 , seu 

_ - a/gg«-4- |3^c/« E 

Tum veio fit 

I u x^ — / p Ty^ = — dx^Z^^lT " • • 




CAPUT .IV. 81 

adeoque 

Hinc 

/ -g 

y _. ^/ tt 3 «_. c (u -!-/>«-/(« -f- ^« -/. 

At est 

, ^ PCfiT— yy^ ^ a.ig-.f^et'^ 
u -^fzrz. • T- et u -\- gziz 7- , 

•^ aeS* — ,ie/« ^ acS*— ,ie/* 

lunde colligltur mutando constantem C 

//ii — gg* 
C eS-f et-J j^ , ^ 

y — j^:^ — Ce^<^+«)« (ae«« — (3c/*) , 

(^ eg « _ |3 e/ *)g"^ 

seu yinne -^"-f-jjc ^*, ut ante. Hinc ergo patet, quantum 
.subsidium affei^at formatio integralis completi ex binis particularibus. 

Problema 103. 

8 47. Sumto «lemento dx constante, si proponatur haec ae* 
quatio difFerentio-difFerentialis 

ejus integrale completum invenire. 



S 1 u tl 0. 
Ponatur dyznpd x et d p nzc/d x^ ut habeamus 

, Af , By ^ — Ap By 

^ * X XX ' ' X XX 

^. uy •^ ^ uydx . 

Sit nunc ;; zz: -< , erit dV — -"V~' ^' 

-> _^ u d y-^yd u u y dx ^^ Ady ^^ Bydx 

unde colligimus 

B y ud X u 3 x — B dx — xdu^ 



y X 5Ctt-f-Ax 



9 



seu 



11 



82 C A P U T IV. 



Tdu^Bdx-^uudx^CA —OudxztO, 



5-r^-e '"z=— — TT—TZ—zi cui patf-ticulctritei: saiisfit ponmcTo' 
ai~.:A — l)u-+-B — 0. 



5a prlmo b ur.-f- (A — 1> m -f- B — (m -f-/) (u -+- jjr) , ^ cril 
pardculariter /y — — y/^ ct- y~a; -^, similiq^c modo yzzx^^S^ 
nde Intcgrale complctum crit 

SI s:t g z^J\ statuatur g zzif — 0) cvancsceii^e oa, erit 

X— ^— x—i. x" — a:— -^(1 -f- ca / x), 
trgo hoc casu fit 

y — x—i{!L-\-^lxy 
Sii deiuitue 

II M 4- (A — 1) a4- B — M 14-+- 2/^" cos. ^-\-ff, erit 

II iz: — fCcos. ^ :+: V^ — *• ^^ ^)^ 
trgo partictrariter 

f|U4i^ integr^le completum crit 

y — C x^-^^^^ ^ sin. (/sin. <5^ . / a: 4. y>. 

Corollarium l^ 
9 4$% Iluiut ci^go aequationis 

itt(cgi'Alo cvuupletum est 



CAPUT IV. 83 

tiitegrale coiDpletnm est 

t/ — x~i (a -|- ^ / X). 

C o r o 1 1 a r i u ra 2. , 

8 4 9. At si aequatlo proposita hujusmodi formam habuerit 

lum ejus integrale completum erit 

2/ — C ^— /^^^-^ sra. C/sin. ^ /o: ^ 7). 

S c h 1 i n. 

8 5 0. Simi!em rcsolutionem quoque admittit haec acqualio 
<Eflerentio-diflereniialis 

a 3 y _ !Li>^_f .1- A a:« 5 2/ ^ o: + B x*'^ y a ar^ 3Z 0. 

Poriatur enim d y ziz x^ y u^d x^ et cum sit 

N I 

3 ^ j/ ~ a^2/ 5 07 ^ M -4-/1 o:'*""' f/w5a:^-4-a^^ j/u^^o;^, 

icrit per j/ ^ividendo 

x^d xdu-^nx^'^ ^ u^d x^ -^x^^uudx^ — nx^'^ 'udx^ 

-i- Ax^^^^udx" ^Bx^^^dx^ — , 
hine 

d u -+- x^ u u d X -i- A x^ 11 d X -+- B x^ d X zzi ^ 
ideoque 



x^ d X 



— ^u 



■^ 11 u -+-A U-f-B 

cui partieulariter satisfit ponendo u u -4" A w -f- B zir , unde u 
<]iii>liccm consc(|uitur valorem constantem quorum alter sit uzH — /' 
altcr u— — f/. Quocirca integralia particularia crunt 

/4-4-1 /z + l * 

y — £ ci y ~ e 



1 1 



84 CAPUT IV. 



a:»-*-' 



Sit brevltatis gratia ~ t, erit intcgrale completum 



pro casu scificet 

u 14 4- A u -f- B — (a +/) (u + gr). 
At pro casu 

uu^Au^B — (u -f-/)^^ erit y = ^~^^ (« •+ ^ '>- 
Casu autem quo 

u u -f- A li ^ B iiz u u -I- 2 y u cos. ^ -^ff^ erit 

y = C e— -f ^'•*-^sin.(/f sin. i^ -f-v). 

Haec integratio adeo ad hanc formam extendi potest^ sumendo pro» 
X iunctionem quamcunque ipsius x 

Posito enun Tiy^zn^uyTix scu — z^ X u D x ,. fit 
X c) •t* zz: : — :^ — r^ ^ 



undc posito y X t) ar ~ / , integrale complehun se faabebit ut ante^ 
Scilicct 

I) si Azz/-hsr et Bzz/fir^ crit integrale 

3) si Azm 2/ et Bzz//, erit integrale 

3) si Aiz:2/cos.^ et B — //i erit integrale 
y zn C ^— /^«^- ^ sin. Ift sin; ^ -+- -y)-^ 

Probfema 10-4.. 

Aftt. Sumto cremcnto Da? constante, si P, Q et X deno^ 
trnt AuuMioncs qxu^scunque ipsius x^ integrationem hujua aequationis 
(llt)^v«tttio« iUtlbrcntiaUs 



C A P U T m 85 



ad aeqnationem difTerentialem primi ordinis reducere^ 

S o 1 u t i 0* 

Hic singnlari mocro procedamus, loco y binas novas incogni- 
tas imrocfucenclor Statuatur scilicct yznuvy et cum sit 

dy ~ udv-r-vd u et d c^y znud d v — ^du^v-hvddfttr 
aequalio nostra induet hanc fbrmara 

ud d v -^ 2 d udv -f- 1; <) w + P udxdv -^ Pvdvdu 

-^(^uvd^x^^zTLXdx^. 

Jam- altera v ita determinetur, ut termini ipsa littera u afFecti dc- 
stnKintur, quod St si 

ddV'i'Pdxdv-+'(2vdx^—0j 

midfe per . supeiiora v per o; determinetur, qua facta superest haec 
aequatio 

2 d ud v -^vd d u^^Pvd xd u zmXd x^ y 

unde cum v jam detur per x, quantitas u definiri debet^ Ponatur 
d u zzi s d X, eritque 

vd s -^ 2 sdv ^P svT) xzziXd Xy 

qtrae multiplicata per ve^^^^ integrabilis rcdditurj prodit enim 

V V s e^^^^ — fe^^^^Xvd x^ ideoque 

y— feS^^^^Xvd^ et 

vv '^ 
u— /f —feS^d^Xvdx. 

■^ VV '' 

QjxSiVC cum incognita v fuerit dcterminata acquatione 
D 9 v— P 5 07 D t; -{- Q v 5 o:^ iz: ,. 



&6 c A p u T iv; 

ioLe^nlfe «gqMtionis propositae erit 

C o r oll ar i u m 1 . 

852. Vt integratio ad aequationem diffefentialem prirai or-> 
diois rcTocetor, ponatur v ~ e-f^^* ^ et quantitas t definiejLQr per 
hanc aeqnationem / 

dt ^ttdx -^V tdx -i-QdxzizO^ 

quo iacto integrale quaesitum erit 

« 
Corollajrium 2- 

S53. Cum sit (P -4- /) 3 a: zz — ^^ — ^, erit 

• • • 



^(p-HOdx — itf ^ / , hincque 

uU duplcx integratio ad integrale completum perduciu 

Scholion 1. 

85 4. Alio modo qui propius ad ante usitatum accedat, ea-* 
dcm inlcgralio institui potcst. Ponatur scilicet pro aequatione pro- 

ponha <) j/ ityhx-^vdx^ ubi v ceriam ipsius a: functionem de*^ 

«iguet fX t\u)Ctione X dcterminandam. Cum igitur sit 

d i) U ZH y i^ t h X ^ (t y d X ^+^ V d,x) -^dvdx^ 
fiit (hcta ii\U)Stituiione 

ydt;ix-\-ttydx^ ^Vtydx^^Qydx^) _ 
. |. / ♦> <) vi^*- -\- }> V d X ^ f V d x^ ^"X. d x^ S ~ • 



Vt^Ui A04UiUioai» iitraque pavS| tum ea quae per y multiplicatur ^ 



b 



CAPUT IV. 8/ 

quam jiliera ab y libera, seo^sim nihila aequetur^ unde has duas 
aeqtraliones. nancisciraur, 

dv-^tvdx-^Vvdxzizlidx^ 
ex qttartim iUa t per x ut ante defirtiri cfebet, tuth rera erit cx fsta 

eJi^-^t^^xy—f^Jiy^t^dxx-dx. 
Jam vero ex aequatione asswnta dy — tydxz^vdx colfigitur 

e-^Jt^^y — feSt^^vdx^ 

pbi si looo u valor modo inven-tus substituatur , praecedens integr*-* 
K6 forma oiHinctur. 

S-c h o li o » 2.' 

8*5 5 r £x hac eperatione sequi videtur^ aequationls propositffcr 
ddy-^Vdydx-^Q^ydx^ —yLdx\ 
mtegrationeni nccessario pendere ab integ^ratione hujus 

ddv-{-?dvdx-\^(^vdx^z=zQr 

quandoquidem bac concessa illa exhiberi potest. Minirae tamen hinc 
Tjcissim colligere licet, si posterioris resolutio vires nostras superet, 
etiam priorem nullo modo integrari posse, quin potius facile est 
infinitos casus exhiberc, quibus prior integrationem admittat, cum 
tamen posterior irresolubilis existat. Sit enim PmO ut OznoLx^ 
atque certum est aequationfem posteriorera ^dv -^^ axv^x^ zzi , 
nulla adhuc methodo resolvi posse, cum posito vzie-f^^*^ abeat \n 

dt-\-ttdx-\^oLxdxziiO; 

neqtie lamen hinc sequitur aequationem priorem 

ddy-+'axydx'^z:l:Xdx^^ 

acmiper esse ^ intractabUem. Infiniti eiiim casus pro X asslgnari pos^ 
sunt, quibus intcgratio succedat. Sumta enira pro y functionc qua- 
cuaq^uc ipsius Xy reperietur pro X ^jusmodi fuilctio^ ut aequationi 



« 



t 

\ 



«8 CAPUT rv. 

valor pro y assumtus satisfaciat. Veluti posito yzn fOhddyziO 
fit Xiil(jXXf atque aequationi 

ddt/ ^oixy d x^ zn {Ix xd x^ 



utique satisfacit integrale t/zz:^. Interira tamen lioc integrale lan- 

tum est particulare^ ac ,dubium adhuc relinquitur, an jetiam inte- 

grale <5ompletum exhiberi possit. At posito 2/~ -— -f-s, pro inte- 

grali <:ompleto inveniendo prodit ddz-^-cLxzdx^z^Q ^ quae cum 
fesolutionem respuat, evidens est integrale completum etiam in ge- 
nere exhiberi non posse^ nisi simul alterjst aequatio inle^rationem 
Admittat. 

Pr b lc m a 105. 

V 

€5 6. Sumto elemento dx constante, invenire integrale oom- 
pletum hujus aequationis difFerentio-difFerentia^lis 

ddy-^kdydx^Bydx^z^iy^dx^ 

denotante X functionem quamcunque ipsius x. 

S 1 u t i o. 

Posito ynzuv^ aequatio proposita in duas Bcquentes re- 

solvitur 

ddv '+-Advdx^Bvdx^zzzO et 

vddiL^^dvdu-i-kvdos^duzzzXdx^. 

Quodsi ergo ex priori valor ipsius v per x definiatur, integrale 
completum ex posteriore ita se habebit, ut ob P — A sit 

, Ax ^^ 

y 



/c""^ o X 
fe^^X V d x^ 
vv -^ 



ubi cum duplex integratio integrale completum producat, sufBciet 



CAPUT IV. 89 

pro V intcgrale particulare prloris acquationis assumsissc , id quod 
ctiam cx soltitione generali patebit. Cum igltur pro resolutione 
prioris acquationis formanda sit haec aequatio quadratica tt-hAt-^ 
B — , pro ejus indole tres casus cvolvi conveniet. 



I. Si « i ^- A « -H B n (f -}-/)(« -4- sf) , ut sit A =z/-l- g 
et B ~/<7, ei'it i; zz: a c""-^* H- [3 ^"^^*. Sumaiur primo tantum 
integrale particulare t;ir:c"~-^*, et ob Azz:/-f-gr, fiet 

sit «(/-^)*Da;rz()R, ct feS^Xdx ~ S, ut fiat 
y±=:e-f^fSdR=ze-f^(RS — /R^S); 
at cst R zz: rzr- eC-^ "" ^) *, unde colligitur 

f/ zz: T-^- e-^* S — ^r^ 6-/* Te/* X ^ .T , sive 

(/— g)yzize-S'feSxXdx — e^-f^^fef^X dx, 

quod idem integrale prodiissct, si altero particulari t; zz: e ^* usi 
essemus. 

In gcnere autem sumto f zz: a e""-^* H- j3 «""^*, statuatur ut 
ante 

V V ^ 

ut sit parlter 

yi=:i;/saRzzr (RS —fRdS). 
Fingamus ' 

Rzn , et ob dvz=: — dx iafe-f* -h^ge-S*)^ 

V . 

erit 



aR 



12 



90 CAPUT IV. 

Sit jam X ±1 — g\ et C a C/— - ^) zz t , ut 5 R datum adipiaca- 
tur Talorem , ob C zz: aVyl..j • *r't> 

R:=2 /7^'^ , et RdS — — i -(/*Xa;r; 

o.if—g)y <^{f—g) 

tum vero 

S =: a/cS* X 3 ar -(- p /c/* X a ar, 
unde conficitur 

\{f'9W o-{f-g)v^ aif-gy J 

I 

seu prorsus ut ante 



n. Si <f-f-Af + Biz:(/+/>^, seu A=z2fet B=zjr> 
«rit cx priori aequatione vznc /*(a4-p^)» Pouatur ut a»ie 

^— ^-^— zizDR, et fe^f^Xvdx=zS, 

VV "^ 

iit habeatur y zz: t; (R S ~ /R 3 S). Cum ergo sit 

-\« ^^ . « * ^~/* 

dRi::!: — 5, ent Rz: r— = , ct 

(a-H(3a;)^' p(a4^pa:) pt; ' 

Si=a/a/«xaa:-+|5/e/«Xa:aa:zi:ye/»Xaa?(a4-^a;), 
quare 

i;RS=: — |-e-/«/e/*Xda:— .«— /»/tf/«Xa?aa:, ct 

/RaSzz— ^/e/«Xda:, 

iinde conficitur 

8/z=«--/*a?/e/*Xda: — c-/«/€/«X;raxy 

aen cum tit 



CAPUT IV. 91 

eril •uccinctius 



UL Si tt-^At-^B — tt-i^ 2/t 008. ^ -f./*, scu A = 
2/co8. ^ et B— ^, erit 

t; — e^^f*^^^' ^ sin. (/x sin. ^ -f- y). 

Ponatur 

— "^: 77 = — y — m — ^ ^ ^^ 

t;i; sin. (/ :rsin.^-+-Y)^ 

e^f^cos.iy^y-^^^^S^cos.^Xdxsxn.ifxsm.i^-J^y^ — dS, 
ut obtineatur y — vRS — vfRdS. At est 

hincque 

i; R Sr-j-j^ e-/*^^*- ^cos.CA8in.^H"V)/^-^*'^'-^Xaxsin.(/a:sin.^^ 

et 

/R 9 S zz — ^^fef^'''-^X d X C08. (/o: sin. < + y). 

Quocirca obtinebitur 

fysln. ^zz^e-f ^^^'Uin. (/xsin.^^y^fef^^^^^^XdxcoB.C/xsm.i^-hy) 

^ ^-/« w- f cos. (/x 8in.^H-Y)/e/* ^<»*- f X da?8in.(/x8in.^ 

Corollarium 1. 

857. Tn hoc postremo integrali si ponamus /o? 8in. ^zz<[)| 
erit 

/ef»^^'<ys\n.^=: 

(sin. Yco8.(J)-+-co8.7 8m <|))/e/* ^**- ^ XDj?(co8.y cos.Cf)— 8in.ysin.(/)^ 

-+• (8in.y 8in.0— cos.y sin.Cl))/^ /• ••*• ^Xdx(8in. ^y co8.0-hCO8. Vsin.^)^ 



93 CAPUT TV. 



■»•. . 



; t 
I 



seu 



y^/xcoy.f ysin^^ 



^-cos.7 ^sin.(J)p^^^^-^Xa > cos (p-sin.Ycos.Ysin.Cp/^/^^^^-^XDrs 
4-sin.Y-sin.Cp/c-^'^^^^X^rcos.(p - sin.>cos. . sin.(J)/e-^'^^^ ^X^xs 
— sin.^ycos.Ycos.Cl^/^t-^-^^^^^^X^arcos.Cl^-cos.y^cos.C^ye-^*^*^^^ 

tinde patet anguluni y prorsus ex calculo exccdere, fit cnim 

y-^/xcor.^j^sin^-sin.(p|^/xcoj.^XDa;cos.$— cos.0^^ 



n.Cf) 

n.cb 
n.^ 

n.CJ) 



C o r o 11 a r i um 2. 



8 58. Cum igitur loco unius aequati(mis duas formaverimus 
integrandas, vidimus sufficere, si alterius integrale saltem particula- 
re fucrit eognktum. In ambobus enim praecedentibus casibus con- 
stantes a et |3 integrale completum praebentes ex calculo fponte 
eyanuenmt, et casu tertio constans y itidem cxcessit. 



E X e m p 1 u m. 

859. Sumto elemento ^x constantCy invenire integrale hu^ 
jus aequationis 

ddy-i-Adt/dx^Bydx^ 

\- Hoc cxemplum ita est comparatum, ut ei manifesto satisfaciat 

! Yalor y nra?'*, qui ejus integrale particulare constituit. Ad com-^ 

» ' ^ pletum ergo inyeniendum, sit Azny-f-gr et B— /gr; et cum sit 

^ X=zfg x"" ^n(/^g) x""-' -hn(n — t)x^—\ erit 

unde ex formt^ inrjenta prodit integrale completum 



CAPUT IV. «3 

scu y^^x^-^ ~r^ e-«* — y^ «-/*, 

Tcl mutata constantium forma 

y — x"» -{- a e— /* + (3 «— ^*. 



Si sit gznf^ ponatur gziif-\-(»^y existente conO, ct ob e""^* — 
e~-^* . c~^* — e"-^* (l — wx), unde pro a + p «t^ — j3co scri- 
bcndo a ct |3, crit 

y zn a?" + e"--^* (a -h p o;). 
Sin autcm sit 

fziz a-4-&|/— 1 et gr — a — 6|/— 1, 
cum fiat 

yznor^H-e— "(atf— ^*>^-«H-(3e**>^-*') ob 

g±6xy— I _. ^gg^ 6 a?^ |/ — 1 . sin. b o?, 

mutata forma constantium habebimus 

j/ zn o?^ -}- e"-** (a cos. 6 a: -j- (j sin. b a:). 

Scholion» 

860. In gencre autem^i hujusmodi aequationis 
ddy'+'kdydx +1b ydx^ — ^dx^, 
constet integrale particulare, scu valor ipsi sausfaciena yznt^ in* 
tegrale completum facile reperitur ponendo j/iizi-f-». Cum enim 
per hjpothesin sit 

ddt^Adfdx-]-Btdx^=zXdx^t 
facta hac substitutlone orictur 

9Ds-|-ADz3a7-j-BzDa:^ — 0, 

nnde si kznf-^g et Bzzzfg^ colligitur 

zz2;ac-/*-4-pe-^*, 
sicque integrale completum crit 

y — t^ae-^^^ ^ae-S»^ 
quemadmodum ctiam in excmplo allato invcnimua» 
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Probleina 106. 

86 f. Smnto elemcnto dx constante^ si proponatur haec ae- 
qaatio differentio-differentialis 

existente X functione quacunque ipsius x^ ejus integrale completum 
iayestigare* 

S I u t i 0. 

Resolutio hujus aequationis ut supra cx positione ymuv de- 
riyari posset, sed alia methodo hlc utentes levi substitutione eam 
ad formam problematis praecedentis reducamus. Scilicet ponamus 
x^^xznzdt^ ut sit a?*^ •+" ' — (n -4- 1 ) * > qua substitutione functio X 
abeat in T, functlonem quandam ipsius t. Ne autem^ assumtio ele-. 
menti dx constantis turbct, hanc conditionem tollamusponendo d^i: 
p d X et d p zn q d x^ habcbimusque 

a— V-+-Aa;«j5-f.Ba:««yzz:X. ' 

d t x^ d y 

Cum nunc sit dxzn — , erit ;?— — rr- — , hincque sumto elemento 

x^ o t 

dt constante 

^ nx^^^^dxdy x^^dy ^ qdt 

d t d t x^ 

1 nx^-' dy , x^^^^ddy 



^— dt ' dt' ' 

sicqtie nostra aequatio erit * . 

x^^ddy nx^^^^dy nx^^^^^dy kx^^^dy _ .„ ^ 

di» dt dt ^ dt ^ 

Sit Xj;'"** zz: 0, quae quantitas, posito a:*^" rz (n -|- i) f , ut 
functio ipslus t spectari potest, slcque fiet 
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in qua aequatione elementum di constans est assumtum, cujus er- 
go integrale per superiora datur. 

I. Si kzz.f-^g et 'Qzzifg^ erit integrale 
(f'-g)y^e'-i*feS^Qdt--e—f*f^f^Qdt, 

ubi restitutis raloribus dtznx^dx et 0zi:Xar~**, retento brevi- 

tatis gratia t zz. -^rr^ ^" "*" '» Talor ipsius y ita per x exprimetur 
(/—g)y:=:e-i*fe6* x-^^Xdx — e-f^fe^* x-^^Xdx. 

II. Si A irz 2/ et B — ^, erit integrale 

yz=ze-fUfeftedt--e-f*feftetdt, seu 

yz=^e-fffdtfef*edt^ 
qvod ergo per x ita^ exprimetur 

y=ze—f*fx^dxfef*x-*Xdx, 

ni. Si denique A=2/co8. ^ etBr//, erit integrale /«/'««^y 
8m.^=:8in. <I>/c/'««-^03<cos. Cp — cos.^fef*'"-^ d « sin. (p, exi- 

stente Cf) — /<sin.^; seu C()=^^a;*+S ob < = j^ «" "♦- ». ' 

Quare aequationis propositae integrale erit 
fef*'»'-^ysm.i^z:ain,(Pfef*'''>''^x-''Xdxcos.<P-^^^^ 

C or n ar ium 1. 

862. Si nnO, aequatio proposita abit in eatn ipsam, qttam 
/>jroblemate praecedente tractavimua, fitque tzizx^ unde etiam in* 
tegrale eodem redit. 

Coroltarium 2. 

863. Sin autem sit nzi:~-l, aequatio nostra fit 

«bi ergo erit tzzilx et ^*z:zx\ tum vero pro casu tertio aoga-. 
lus (I)=/8in.^./x. 



96 



CAPUT rv. 

I 

S ch oUo n. 



864. Methodus qua hic usi sumus , hujusmodi aequationes 
differentisdes integrandi , haud satis naturalis videtur, cum ad has 
quasi solas formas sit adstricta. Quoniam Igitur in aequationibus 
differentialibus prirai gradus inventio factorum, quibus eae pcr se 
iritegrabiles reddantur, insignem fructum polliceri videbatur, ejus quo- 
que usum in aequationibus difFerentialibus secundi gradus ostenderc 
conemur. Hic quidem nihil tam absolutum expectare licet, quod ad 
omnes omnino aequationum formas pateat, sed quantillum etiam prae- 
stare potuerimus, id haud contemnendum Analyseos incrementura 
spectari debebit. Hac autem methodo eas potissimum aeqviationes 
differentiales , in quibus altera variabilis y cura suis differentialibus 
unam dimensionem nusquam transgreditur, satis commode tractarc 
licet, hincque via perspiciefur, quomodo cam magis excoli oporteat. 



CAPUT V. 

DE 

INTEGRATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM SECUNDI 
GRADUS^ IN QUIBUS ALTERA VARIABILIS UNAM DIMEN- 
- SIONEM NON SUPERAT, PER FACTORES. . 

Problcma 10 7. 

«65. 

Sumto elemcnto d x con.tante . si propuwnr haec aequatio 

¥ibi X denotat functionem quaracunquc ipsius x*, invenlre functioncm 
ipsius x, per quam hacc acquatio multiplicata fiat integrabilis. 

S o 1 u t i 0. 

Ponatur d y ~p d x, ut ' habcatur forma difFcrcntialis primi 
gradus * 

d p -+- Apd X --i^B yd xzziXd x^ 

quac multipticata per V, funciionem quandam ipsius x^ fiat integra* 
bilis; sciiicct 

Ydp-{-AYpdx-\^Byydx=zyXdx, 

ubi cum posterius mcmbrum Y Xdx sit integrabilc , idcm in priori 
cvcniat, necesse est. At primo pcrspicuura cst cjus integraUs ptr- 
tcm forc Yp, unde id ponatur Yp^S ut sit Y p^Sn/YXdx, 
fictquc 

13 
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dS = — pdY -^AYpdx -\-Byt/dx, seu 

dS = dv{AY-ll)^BYydx, 
quae forma integrabilis reJdi potest sumcntlo Vrzne^*, erit enim^^ 

DSzz:tf^*[(A — X)dv-{-Bydx] et S~(A — X) <?^'z/,. 
ubi X ita debet accipi , ut fiat ^ 

AA — XXz=:B st\jt X\ — AX-+-B=:0. 
Tum crgo erit 

«^*/; + (A — X) e^^yzzz/e^^Xd^y seu^ 

quacjam per eC^ — ^)» multipllcata denuo fit integrabilis, datque 

Cum X sit una radix aequationis XX — AX-f-B — 0, si ambaa^: 
ejus fadices ponamus / ^^ ^i ^t sit \~/y ent A — Xzzzgy tt 
aequatio integralis 

e^^^yz^/e^S—f^^dcc/ef^^Xdx, seu 

* eS^fjz^ -^. eis—n^/ef'' Xdx— rzTf/^^'' Xdx^ 

quae abit in fci»mam supra inventam 

C o r o 1 1 a r i u m f, 

866. Aequatio ergo preposita seu inde nata 
3^j-f-A7;5a:-+'-Bf/c)a;~Xc)a? 

Jii integral)iU8 si ducatur in c^*, existente XX— AX-f-B— 0, sib- 
que duplcx habetur factor yel ef^ vel c^*. 

C o r o 1 1 a r i u m 2. 

86^7. £a autem per factorem e^* multiplicata , ejus integra^ 
k crit 



CAPUT V. 99 

sicque per integrationem ad aecjuationem differentialem primi gra- 
(lus redudtur, cjuae denuo integrabiiis redditur si pcr e^* multi- 
pTicetur^ 

S c h o 1 i lu 



8 6 8. MultipTicatorem V ita determlnari oportebat, ut for- 



inula ^y(AV-~j-)-|-BV7/^:c fieret per se integrabilis. Tum au- 



3 Vx 

tem cum V sit functio ipsius 07, integrale erit y(A.V— g^, unde 
fiat necesse cst 

ADV— ^cBVr!)a:, seu DDV- A^orDV-hBVDrt^iZO, 

« 

a cujua aequationis integrationc pendet inventio factoris quaesiti V* 
Sufficit autem ejus integralc particulare sutncisse , dummodo enim 
jtequatio iiroposita integrahilis rcddatur, constans arbitraria pro in* 
tegrali completo rcddendo ipsa integratione introducilur, 

Prob 1 e m a 108. 

86 9. Sumto elemento dx constante, si proponatur hacc Ae- 
c[uatio 

uUi P, Q et X sint fuuctiones quaecunque ipsius a:, invenire miil- 
tiplicatorem V, qui sit functio ipsius a?, quo illa . aequatio integri»- 
bilis rcddatur. 

S 1 u t i o. 

Quia aequatio per V multiplicata 

^d^dy -{-VPD2/D5:+VQf/Da;^iz:VXDa:^ 

integrabilis existit, prioris partis integrale ponatur Y^y^Sydx^ 
aliam cnim formam habere nequit, ac ficri pportet 

yi^dydx-{^yOy(i^^=dydy-^^dydx^{^yd^dx, 



•• 
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ttbi eum S sit necessario functio ipsius x^ erit 

VPaa:=:aV4-Sax et VQaa:r=dS. 

Inde autcm cst SnYP — |^, quare muhiplicator Y dcfiniri dcbct 
ex hac acquationc 

YQaa:=YdP4-PdY — ^, scu 

aSV— P^Vaa;4^Va.r(Qda: — 9P)n:0, 

quac ergo si rcsolvi potucrit, vel si saltem ejus imcgrale quodpiapi 
particulare innotcscat, ut habeatur raultiplicator V, aci^uationis pro- 
posltae intcgralc crit 

ydy-hy-\'y(y^dx--dY)-dx/YXdxy 

quae porro integrabilis redditur, si ducatur in -^e^^^*^ obtinebi- 
tor enim integrale 

f «/Pd*-/^c/PavVX9ar, seu 

j^_g--./Pa«V/c/P3*^/VX9a:, 

quo duplici signo intcgrali gcmina constans arbitraria introducitur ^ 
iQtcgralc completum constituena,. 

Corollarium t. 

8 70% Invcntio ergo multiplicatoria Y pendet etiam a rcsoTu* 
tione aequationis diflrcrcntio-difrercntiahs, quae autcm proposita sim- 
plicior est acstimanda, quod functloncra X non inyolvat, et quanti* 
tai Y cum suis diflrerentialibu& d Y et 3 d Y ubiquc uiiam dimcn- 

lloncm constituat, 

Corollarium 2?- 

87i% Quodsi ergo ponatur Yriz: e-^*^'^*, quantitas v dctcr* 
minabltur per hanc aequationem diflrerentialem primi gradus 

^v-Ht;yda?~Pi;dx-+-Qdx — dP:i::0, 



CAPUT V. iOt 

cujus si saltem integrale particulare constet j integratio tequationis 
propositae absolvi poterit 

Coroitariuni. Z. 

« 
8 72. Dato autera multipTicatore V vicissim ratio aequaiioni$ 

propositae dcfiuitur, ut hoa modo integrabilis evadat, Erit cnim vel 
O — *? -4- ^ — ^-^y vel 

aP-1- -^7^iizC>Da:^|-— , vel integrando 
PV=z|^+/QVa:r, seu ?^^^^S^^, 



Exemplum !• 
R73. Dejinire formanv aequationis^ differentio-differentialU 

ut multiplicata per e^ * integrabilis evadat.. 

Posito multiplicatore V — e-^^^* zn c^*, erit i; in X, et satis- 
ficri oportct huic aequationl 

unde fit Q im X P — X.X -+-3— . Priraum ergo hoe evenit si fue- 



»^ 



rint P et Q constantes, puta Pz:A et QnB, ac tum X definfiri 
oportet ex hac aequatione^ X X - — A X --|- B r , qui est casus su* 
pra tractattra^ Praeterea vero qualiscunque functio P fuerit ipsius 

x^ modo sit Q zz: X P — ^^'^"di» aequatio in. c^* ducta erit in^ 
tegrabilis, integrali existente 

«^* l^ J/ + y 3 ^ (P — X)] =: 9 x/e^^^X d ar, seu. 
3y-t-(P — X)t/d xzn e—^^d x/e^^Xd^, 

qjiae ulterius per e-f^^' ^* multiplicata et integrata, dat 



lOS 



C A P U X V. 



Coroilarium, 

874. Sit P iz: A -?- a rc et O — 13 -^ p a:, erk 
B -4- |3 o; izz A 'X-+ aXx — XX-^^j c^g^^ 
B — A X -^ X X -f- ct et j3 zi;: a X, 

unde ob Xnz— , coefficient^s A, B, ct, [3, ka comparatos esse 
oportet, ut sit 

Baa— Aqtj3— Pi^^ + a^, seu Baa — |3pzza(Ap+.aa). 

Exemplum 2. 
8 75. Definire formam cieguatiohis differentio-differentialis 

ut per e^^^^y existente vzz. h P- ^"> muUipiicata fial integra^ 

bilis. 

Cum esse debeat 

dv^-k-^vvdx — V V d X ^ O'!) X — c)P— 0, erit 



X X 

XX 



-{- l^nx 



X 9 • 



H-i^4-2X|jrx«-» + f^fA.a:'»-F 



O 




0, 



ergo 



XX 



XP 



•«»•-"- ^ |mJ» ic' 



dP 



Ponamus P — — -|- (3 o;", erit 

Q = ^(X--XX-i-aX— a)-i-ar«-»(j3X-t-ajJi.-hf3n>-2X[^ — ^ijm.) 

-j- a;* " (P jjL — jxjx). 

Sit Q rr' — -^5«" — *-^ga;'*, fierique oportet 

XX — (a+ l)X-ha-T-V = 0, 

|3 (X H- ^O -f- f;. Ca — 2 X — /<):: 5, et ;a (p — p.) =: e, 



C APUT T. , 10'3 

' unde non solum pro nHiltipIicatore litterae X et jui, sed etiam cer- 

ta relatio jnter^litteras a, j], y, 0, s, definitur. 

• ■ - 

Yeluti si sit V — "o et o — , evit (X — a) (X — l)ir:0, 
unde Xzia; tum (,3 — jjl) (a-f-;^)z:o , ergo az:Xz:— /z et jjijLi — 
{:u.-f-cnr^^- Scilicet aeciuatio 

multiplicatorem recipit c-^'"^*, existente i; zz: — ~M-fX^^5 sumta 
p, ita ut sit |A jA — - jUL -}^ e zz: 0. Erir ergo multiplieator 

Quare si ponamus —^ cc^'^^' ziz t, erit 



a;" 



seu 



C r .0 1 1 a r i u m 1 . 

8 76. Si sumatur y nz et ezziO, erit 
^, -z i^, |3 (ct — A) =: 5 et (X — a) (X — 1) =: 0, Wnc 
X zrz 1 , et cJin (a — O |3, ideoque 

P =: f -h |3 a;«, Q rz (a - 1) |3 a;»-", 
et aequationis 

multiplicator Yzc/'^^», existente vr^ + ^Sa:», ita ut sit 

" ^n -f- 1 P «,n -J* 1 
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Corollarium 2. 



8 77. Hoc ergo casu, posito jj^ o?'*"!"' zn ^, crit integrale 

quae forma simplicius exhiberi nequit, propterea quod in genere 
formula e ^^x^ ^dx integrationem non admittit. ' 

S c h o 1 i o n. 

8 78. Cum igitur inventio multiplicatorum , qui hujusmodi ae- 
quationem 

ddy-h^d^dy-hQyd^^=:Xdx^, 
integrabilem reddunt, resolutionem hujus aequationis postulet 

^av — PdY dx^YdxiQdx^ 9 Diizo, 
quae in hac forma continetur 

ddy -h P dxdy-\-Qydx^z=iO, 

videndum est, quomodo hanc for>nam etiam per multiplicatores trac- 
tari oporteat. Cujus multiplicator si fingatur V functio quaedam ip- 
3ius or, iterum ad praecedentem formam 

dd^ — PclY dx^Yc)x{(2dx — dP) — 0, 

devenitur, atque si hujus multiplicator staluatur ~ U functioni ip- 
sius Xy hic definietur pcr hanc aequationem 

ita ut sufficiat alteram harum duarum aequationum resolvissc. Ac 
supra quidera, ubi yzizuv posuimus, ad hanc posteriorcni aequa- 
tionem pervenimus: at mirum non est haruui duarum aequatibnum 
alteram ab allera pendere, cum prior cx posteriori nascatur poncn- 
do \}zizt — ^/P9'*V, posterior vero ex priori ponendo Vz:e-^^^*U, 
uti tentanti faciie patebit. Quoniam igitur hoc modo difficultatem, 
si quae occurrit, tollerc non licet. invffstigandmn est, an fortc ejus- 




CAPUT V. 106 



/ 



Tnodi multiplicator, qui utraraque variabilem x tl y cura suis dif- 
ferentialibus ^.r et dy seu p~;x - involvat, negotium conficiat, At 

(j X , 

vero facilc perspicitur exclusis diflerentialibus hoc fieri non possc; 
iiam si raukiplicator esset V functio ipsarura x et y, ex prirao ter- 
raino' ddy nascetur integralis pars V^y, quae autera differentiata 
ponendo ^Vz:MDa:H--N3y involveret in differentiale partera Ndy^, 
in aequationc non occurrentera, quae etiara per reliquas integraiis 
partes tolli iiou posset. 'O^^^^c ^^^ tenteraus ejusraodi multiplica* 
toribus 5 qui etiara rationera difTercntialiura' p zz: ^ coraplectantur; et 

cura ipsius y cura suis differentialibus tibique sit idem dimensionum 
numerus, eadera proprietas etiara in raultipHcatore insit necesse est; 
si enira diversae inessent^ ;singulae seorsim negotium essent con- 

fecturae. 

Problcraa 109. 

8 79. Surato eleraento Tix constante, definire conditiones, nt 
multiplicator hujus forraae Mp^Ny, existente pzzzj^ ct M ti N 
functionibus ipsius x^ integrabilera reddat lianc aequationem 



ddy-^-Vd^x^dy^Oydx^—O^ 
ubi P et Q sunt functiones ipsius x. 

;S o 1 u t i o, 

Ob Dj/ZiZpD.-fc, nostra aequatio est 
dp-hJ^pdx-^QydxzziO , 
qiiae per M/^-f-Ny multiplicata fit 

-M/;D/>-f-N2/5/?-f-MP/7Df/-|-NPy9t/-hNQ2/2/a 

-hUQydy 




0, 



quara intcgrabilem esse oportet, Ob terrainos difFerentiali dp afTec- 
tos pars integrabilis crit k^^pp-^-^yp^ unde integrale ipsum sta- 

14 
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tuatuF ~|M/>p-f-Ny;7-+-S. Cujus difTerentiale cum ipsam iHarnp 
acquationera praebere debe'at, habebimus 

5Sr=MP/;az/-f-NPs'9j/H-KQt/yaa: 

— 'S^pdy 

quam crgb formulam integrabilera essct oportet, quae cum lautwiir 
cfifrerentialia primi ordinis d^' et dy complectalur, neccsse est ut 
quantitas p ex calculo egrcdiatur. Posito crgo d^l — ^l^():v et 
3 N 1= N'' c) rc, oh p d X Z—d y\ primus terminus contincns /; adi 
nihilum redigi dcbet, ut sit 

MPpdy — ^M^pdy — NpdyzizO, scu 
MP — iM"--N=iO, vcl N = MF— ^V 

Tum voro erit 

as— t/97/(NF-f-MQ — N')-^NQyy9ar,. 

cujus formulac integrale est 

S=:J////(NP-t-MQ — NO, vc\ S=zy7j/fiQdar,, 
quas duas formas congruere cportet, unde SX 

NP-j-MQ — ^| — 2/NQDa;, seu 

NdP-}-PDN-{-M^Q-|-Q^M — ^— 2.NQaa:— Ov 

quac aequatio cum illa NiziMP — -^^ juncta, conditioncs quaesi— 
UlS detcrminat, proditque tum acquatio intcgralis 

iM;>/>4-N»//.-)-tyf/(NP-f-WQ.-|5r=C,. 

Corollarium l. 

8 8 0, Si functioncs P et Q dentm',. indcque M et N defihiri 
oporteat, ob N:ziMP — J^, erit 



CAPUT V- i4J/ 



ddn 



^t functio M definietur pcr hanc aequationem 

^-(PP_|||^.2Q)9M-i~M(2pap-.^— 2PQaa:^-aQ)-o; 

•quae ob diflerentialia tertii ordinis parum juvat. 

C r 1 1 a r 1 u m 2. 

881. Sin autem multiplicator Mj9-f-Nf/ detur , ipsa aequa- 
lio Jta definitur, ut sit primo P^J^ + ^Si' undc cx altcra, quae 

T^r^ , Q9M ftHQdx 93 N a.PIf 



M M M9x M 



-» 



2/ 



Ndx 



fiaecqne per M^ ^ multlplicata , integrale dat 

Corollarium 3. 
«82. Sit hoc integrale znZ eritque " 

— 2/Lif ,a N pTvrx _^ ^ - 2/!L?i? /0 N 3N aPNNd^v 

Zzize ^ M (^--PN)-H/d -^ M {-^ jjf— ?), 

quod postcrius membrura, pro P valore substituto, abit in 

J ^ ^^ \ M M M m"m y» 

— 2 /5Af N N 

cujus integrale est manifesto e M -^, ita ut sit 

^ — ^ ^i (dli — 7to)+C, ideoque 

n— c 2/^J^ , aN N9M 

>i M^ ^^ ^M<^x aMMdx* 



4<« 
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Corollarium 4 



8 8 3. Proposlta ergo hac aequatione 

I 

eam per -j-^ ^'^ y multiplicando, integrale fit 

I 

S c h o n o n- 

8 8 4. CuiTT crgo pro' M et NT quascunque fimciiones ipsiusi 
X accipere liccat, innumerabiles hinc nacti sumus aequalionum dif- 

ferentio-difrerentiallum formas,. quas ope multiplicatoris' "g^ -+- N j/ 

integrare possumus. Forma scilicet generalis,. quae hoc nfuUtiplica*- 
tore integrabilis^redditur, est ut vidimuS' 

X a Mdx > 

I ^(2 MDN— NDM-4- 2CMe^ ^ ^i~ Bx)^ 
ipso integrali existente 

ubi perspicuum est partem exponcntialem constanti C afTectam utrin- 
que omitti possc, cum ea sola ista proprictate sit praedita.. Qubd- 

s\ partem exponentialem ad algcbraicam reducamus ponendo e "m~— L,. 
erit — r,— ~ - - et N zz: — r-^— , hincquc d N — -- ^ p -v-a— — 

-T-r :.— : unde ista forma 

aL L d x' 

a« "^adxVxM^^L^ ^ "^ ^Lc^x ^iL Max LLdx"»^ M -/ '" 

quac per "t-^ -^ ~^^ - multiplicata,. integralc praebet 
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Vel si ponamus ^-^ -h^ =^"-^y ^t sit M =: ^, erit nostra ae- 
quatio difFerentia-difFerentialis 

-a^y , a> 3K I., /;^ JJi_ ^L » 9KaL aCLL^g y Q 

quac per ^ (a "^ +• ^"lI^' ) "^^^^^P^*^^*^^ 5 ^^^^^ integrale 

E X e m p fu m !• 
8 8 5. Sit K-a^'(a-ha7)« et L i: :r'^ (a -i- a?y , erit 

_3 K w n m'a -\- (m -\ ^n)x 

Kdx sF "^ o + x jc(a-l-x) ' 

£;^ — -^ -i- j-^Ti^ unde coefGciens ipsius ^t/dx erit 

^^ M V |u.ju,' JULV vv mixmv -f-n jx* 



XX (a-l-xj» axx x(a-|^x) a [a 4" x)» "^ x x "^ a(a-}-x) 



n V 



jm (amr — fi — a) . mv-j-n|UL — jui,v ^ v (a n — v — a) 
2XX * X ("a-H-x) ' 2 (a -f- x)^ 

-f- 2 C :r^'^ — ^^(a-f-o;)^^ — ^", 
ubi sequentes casus notassc juvabit. 

I. Sit m zz: |JL -f- t ctr /i nz ;/, erit ipsius iydx coefficicn« 

f;.IuL-f-4C , v(,u.-f-i) , v(v — 2) 
axx^ • x^a-f-.x) • 2 (<i-f-x)* 

Hinc ista aequatio 

dx ' ^ \ X ' tt-)-*' 

multiplicata per 
integrale dat 
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II. Sit m zz: p. + 1 et tz zz: j/ -+■ |, erit ipsius lydx cocif- 
ficiens 

kCm» — , a Mv-l-M.-l-V"h4C V (v — r) 

a«^ "^ ««(a-f-xj ~^ a(«-}-*)^ 

Hinc ista aequatio 

dx ' ^ ^ ax ^2(a^xy 

multiplicata per 

Integrale dabit 

} :./«+. (a+»).+ . l|5 + 3^ (i + „-i-.) 

III. Sit m r |UL et n z=r j/ -+- 1 , crit ipsius ^ydx coefficiea» 

aa;x "^JcCo-f-*) a(a+a;)» 

Hinc ista aequatio 

dx "''^ Vx -r- «_!_;,; 
multiplicata per 
dabit integrale 

Corollarium 1. 

8 8 6.' Sit casu primo yzz:2, C=: — J/J^]^> habebitur haec 
aequatio 
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quae pcr» 

muhiplicata, pi*acbet integrale 

C r 1 1 a r i u m 2. 

8S7. Slt oasu tertio |UL=r:2 et 40— — yy, habebitur i»ta 
aequatio 

ddy _!_;)»/ g a -h (v -4- 3) Jf , (v-4-0:y9« n 

'dJ' ^"^' ' *(aH-x; t~ ir(M-'ir ~" ' 

quae multipncata per x x {a-\-xy'^^ [^^ -^ 5 2/ (;^ "+• STfri)]» 
dabit integrale 

Exemplum 2. 
888. Sit K iz: ri^^Caan-a::»)^ ct L nra?'* (aa -4- 0:0:)% crit 

^ 3x X ^ avr+-^ ^ L^x "x^^aa-t-xx' 

et aequatio difFerentio-difFerentialis hanc induet formam 

ft(jTO — )ti.— 2) , a rfjx-l-^vfiB — )x-|-0 , av(an — v— Q»* 
V ax« "^ aa-hxx ~ "T^ (ad-h**)' 

< (aa 4-3737)"'»-" 

cujus in o:— ^(«aH.x37) — [|i-f-|2/(J-.-jj^)] 
ductae integrarle erit 

Idx* "*^ dx \x "» aa-Hxx/ 

\-^\yy [(-^ -4- a a"+7i) -^ — ^ 1 i 

\ (««-»-3737)»'»-» vjl 

EvolYamus hic casus, quibus aequatio differentio • diiferentialis' hanc 
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obtinet formam 

dx K^x ^ aa-txxJ^^y^^K^^xx^ aa+xx^iaa-fn;»)''^' 

I. Sumatur u. nr m et y n: n , 

eritque Dzrr 2 C, Ez=|7n(m — 2), F — 2 7r(m ^- 1), et 

G zz 2 n (n -^ 2). 

II. Sumatur jjLZHm — 1 et j/znn, 

critque D = ,0,E=:2C+| (m — J)^, F z= 2 n (m 4- 1), ct 

G — 2 n(n — 2). 

III. Sumatur jjirim — 1 et 2 n — 2yz:— 1, seu y~n-^r^, 
crit ultimus terrainus »-5-C?.«i+:i^> - 2 C -f- "-^"A Ergo 

Dzi:2C, Ezz: 2 Caa-{-|(m— i)^ E-2 <mn-j-n-f- 1), 



G — j (2 n -{- 1) iC2 n — 6). 

IV. Sumatur jjl :z m et 2 n ^ — 2 y z 1 , 5eu yzzn — |, erit 
uliimus terrainus — rr^r— » ideoque . 

RiziO, E — |m(m — 2), Fz:2CH-2mn+2n— 1, 

Gz:i(2/2 — l)(2n — 3). 



V. Suraatur |ul z m -f- 1 et y:zn — |, erit ultimus terminus 
~ 2 C i , ideoque 

l):.:2C, i:zj(mH-l)(m — 2), F-— 2 Caa-H2n(m-H 1), 

Gi:^ (2 n— 1) (2 n — 3). 

VI. Sit fjL z: m — 1 et >/ z: n •— | , erit ultimus terminus 
, \ V :~ ~ ' — — 7-^-7" ^ , unde fit 

jia(.hi I XX) aaxx aa(aa-|-xxj' 

J)=:o, £-i^4-i(m-l)-, F:z^-t-2mn + 2n-2, 

Gi:i(2 n— i)(2 n — 3). 

VII. Sit juL =: m -f- 1 et 2 /i — 2 y :z 2 , seu »/ z n — 1 , erit 
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tcrmlnus iiltimu* -^1?^_, ideoquc 

D = , E zn |(m -h 1) (m -- 3), F = 2 /i (m -?- 1), 

G zz: 2 C -4- 2 (n — i)^. 

VITI. Sit p.=:m-f-2 ct vzzrn — 1, erit terminus ultimut 

ir-— T— -Ys zz: 2 C — - — / - 1 - Ti^ hincquc 

Xaa-^-xx)' aa-+-xx (aa-f-xxj-*^ * 

Dz:2C, E-J(m-f-2) (m— 4), Fz:— 2 Caa-+-2mii-h5n-h2^ 

et Gzz:~ 2 C aa -+- 2 (n— i)^. 



IX. Sit jUL zz /n et )/zz:n— 1, erit terminus iiltimus 

a C a C 9 Cxx 

(aa-^xx)* ca(aa-r-xx) c" (a a-H «"x)^* 

kincvj;ue 

D=iO, Ez:j7n(m~2), F r |-^ -f- 2 mn -H 2 n ~ 2^ 

o — aC . o /^ iN2 



a a 



+ 2 (n — 1)^ 



X. Sit jUL zz: m — 1 et K:zr:n — 1, erlt terminus ultimnii 

aC «C 4"^ I 'Cxx 



«x(aa-hxx)* o4xx a4(afl+xx)^^ a4^aa-t-xx)* 

litncque 

D=:0, Ezz:^-»-i(m-l)^ Fzz^^^^S ^ 2mn^2n^h 



a4 • 2 V- -y , ^4 

Gzz:'^-h2(n- 1)^- 



Problema 110. 



8 8 9. Sumto elemento doc constante, si K et L dcnotent 
functiones quascunqtie ipsius x^ invenire intcgrale completum hujas 
aequationis difrerentio-diHerentialis 

ax ^dx' R ^^^ hdx aLLdx^lHLdx^ KK ^— ^* 

S o 1 u t i o. 

Quoniam haec aequatio integrabilis redditur, si multipIicetUT 
pcr -jj- {^- -|- iiL"dx)» ^J"^ integrale completum, ut supra vidimus, cit 

15 
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KKr/9> - ydL \2 , CLL , ^ 

.-L t(a-x. -f- nrji)' -4- ; KK z^ yJ — Const. . 

quam aequationem» differentialem* primi- gradus adliuc infegrai-i opor- 
tet; quod cum ob constantem. indefinitam* niaxime sir diffiile, -ea* 
neglecta, primo salienx integrale? paiticuliir.e inv^stigemu&^ Ent er- 
go ex aequatione 

\dx^ 2hdxJ ^ KR yy — " 

radlcem^ extrahendo 

dx- 2hdx K. '^^ ' y ^^2h' — K V ^^ ^ 9 

unde fit 



2/ 1/ L — a c' K y 



Gum igitur aequationi differentio'- difibrentialii propositae- satisfacitnt 
hi. duo valores . 

bini conjuncti etiam satisfacient, quibus quoniam duae* constante»^ 
arhiu-ariae inti'oducuntur , ejus integiale completum erit 

y — vh^ ^vh^ 

quae- cxpressio* valet, sr }/ — C fuerit quantitas^ realis, sin autemi 
sit imaginaria, erit 

j,=;',«n.(/-^yc4-«^^ 

sicq\ie habetur integrale. completumi aequationis dlfferentio^^differentia^ 
lis propositae. 

C or o 11 a;r i um^ IV 
8 9 0,. Hinc igitur aequationis differentialis primi gradus^ 



(^y x^ y9h\ 

\dx~ aLdx^ 



2 _4_ CLLJ^;^ AL 

KK. KK 



quae* per ae satis est difBciliSi integrale assignare Talemus i- quod est 



CAPUT V. IIS 

si modo dcbita xelatio tconstanthim a et |3 respectu fconstantis A dc* 
finiatur. 

C o r oll a r i u ra 2. 
8 91. Ecit autem per }/ L multiplicando ct dlfrerentiando 



Hinc 



d X / r* rLdx 






ninde fit 



KK TlK t^* — (3c ; 



adeoque A — 4 C a|3 seu |3 zn r^* 

Scholion 1. 

8 9 2. Quamvis ergo aequationem propositam t)pe idonei mul- 
tiplicatoris integrare licuerit, altera tamen rntegratio maximis difB- 
cultatibus premi videbatur. Interim tamen ope substitutionis aequa^ 
tio illa diflerentialis primi gradus tractatu facilis redditur ; posito 

enim S/=:y\, ut sit a^/ / L + J~^ 1=3 s, oritur Qr|^i;)^ "+• 

CL2Z AL .. 32 h.^/ (K^C\^r\ cen ^^ %!* 

"iKK""— RK' ^^ ^x—l^yV^^^^'^)' ^^" 7(A=C^ K ^ 

<iuae intcgrata dat 
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/[z /- e H- /(A- czz)] =/~ /— C4- / ir, 



unde prafecedcns integrale eruitur. Caeterura forma nostrae aequa- 
tionis diflerentio - differcntialis afiquanto coramodlus exhiberi potestt 
faoc roodo: Si P et R sint functiones quaecunque ipsius x^ suma* 
turque elementum dx constans, hujus aequationis 

bis ihtegiatac inlegrale completum est 

a f^ — a f^Jl 

i/z=:a,? e •' p -f- ,3 P c -' ? , 



•Iquidcm a sit quantitas realis. At si a.z:0 , «rit- 
« - P (a + p/^). 

Sin- autem sit aazn — cCj erir 
j/ = «Psin.(^-f-cA?^; 



Tum vcro illa aequatio integrabilis redditur , ei- multipllcetnr por* 
^^dx^^^y — ^~p"^» eritque intcgrale primum 

rHhar» fv^y p~) — " P P y O x-^ — Const. 

Hinc patet in illa aequatione diflerentio-dlrterentiali commode hanc 

* 

aubstitutioncm adhiberi y ~ P c, qua o.i transformatur in 
ddz H-asQp — --) — pj,- ^aj?- — 0, 

P P r) 2 

qune per ^^^^^^ multiplicata, spontc fit. integrabilis. Quin ciiaia 
posito j^~ iz: S , ut habcatur 

u u ^ , S S S ^ 

inullij>Jloaior -^^a-> statim dat integralc 
j ^ jj, — ^aa z z.~ Const. 
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S c h o l i o n 2. 



ff9 3. Vicissim crgo ex fiac forma simplicissima' 
quae per dz multiplicata integrabilis redditur, formas magis com^ 

y P - 

plicatas derivare potuissemus , ponendo znz^ et S ~ ^. Quae 

quamquam in formis generahbus satis perspicua, tamen in exemplis 
dcterminatis prerumque haec derivatio nimis est occulta, quam ut 
iDenti orcurrcre possit. Veluti in casibus §. 8 8 8. eyolutis, si N^. 
IX. sumamus m i: 2, et C nz (n — l)^ aa^, fiet D m 0, £ m 0,- 
Jt::zz^2 n ('i -+- 0» ^^ G ni: 0, unde habetur haec aequatio 

dx ^ ^ \x ' aa-^xxJ aa-{-xx ^^ ' 



^ae integrabilis rcdditur ope multiplicatoris 

fiitegrali existcnte 

Prx) integrali ergo particnlari erit 

^-1 -1- — -1- (" — ») y^x _ (n—\)adxVi^t 
jy "^ X •" aa-f-xx . "" - aa-j-xx * 

unde colligiiur 



{ 



•• 



Ergo bina intcgralia particularia conjuncta dant 

y — ^(;a^xY- 1)-'»-^' -H -| (rt .♦. ar / — l)— «^^', 

integrale completum. Hoc autem casu aequatio nostra ad formam 
iimplicissimam rcducetur ope substitutionis 
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cujus ratio et inventio difficilius perspicitur, 

P r b 1 e ra a 1 1 1 . 



/ 



8 9 4. Sumto elemento dx constante, .investigare fconditioneai 
quibus aequatio difFerentio-difFerentialis 

integrabilis redditur, ope multiplicatoris hujus formae 

• • ydx* 

denotantibus litteris L, M, N, P, <2 functiones ipsius x. 

:S o 1 u t i o. 

Tribuatur denominatori liujus fractionls talls forma 
(dy -hRydx)(dy -^Sydx^j 
ac levi attentione adhibita patet, jntegrale hujusmodi forraam esfc 
habiturura 

y + /|5^>||— Const. 

cujus. ergo diflerentiale aequationera propositara produceise debet 
Dat autera differentiatio 

^ y (S'^R)ydxddy+(RS)dxdy^+ydxdy(dn—dS)+yydx^{SdK'-KdS) _ 

{dy-t-t\^y(rx)(dy-hSydx) — ^r^ 

quae ad coramunera denorainatorera rcducla, abit in 

-^dydy^-h{R-tS)ydxdydY->-RSyydx^dy\.~ 

Statuatur 9 V n: (S — R)d x, ut aequatio per y divisibilis evadat^ 
sicque oi'ietur haec nequatio 

(s— R)aai/4-a»/(aR— as) -^-ydxisdR—Rds)? _ 

-h(SS~RR)dxBy-hRS(S—R)ydx'' ^ ~~ ' 
quae ut cum forma proposita conveniat, fieri oportet 
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quos valbres si funclionts^ P et Q, habuerint, aequatio 

per js^zp^J^^hj^ multiplicata, integrale dabit 
/(S-R)da. + /|^-±ff||r=Const.. 

8i. ponanius S — M+N et R — M — N, erit 

Corollarium 1. 

8 9 5. Quaecunque ergo functiones ipsius x loco' M et N as-- 
mmantur, indfeque definiantur* 

P— 2M — jf/^ ct a=:MM— NN+|~'- ^^* 



Mdx 



• • 



hujus aequalionis 

ddy-^Pdxdy'hQy^^^=' 0» 
mtegrale erir 

2 y i>l d o; -t- /^^-^^^^^^^^^_ v.onst. 

C r 1 1 ar ium 2. 

89 6- Si' ponatur yz:r.eS^^^\ fiet nostra aequatio difFerentia-- 
lis- primi gradus 

'd z -^ zzd X -f^Pz5a;-f- Q;^ x ~ y 
cujus propterea integrale erit 

C r 1 1 ar i um 3. 
89 7V- Si Tclimust ut sit F =: et aequatio habeatut hujus^ 
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-t-Q5»3x — 0, capi debet ^Mzz^-^- eritqoe ^ 




-XX — SS^, ej.:sqiie aeqaatio integralis 

Corollarium 4. 

ffJS. la ^aere autem prout constans caplatur Tel -^co rel 
, e6c2eb>!iar integrade particulare vel 

K Tel 

y~ae— /(«-»-3i)d« Tcl yzz p<— AM— i»)d»^ 

Bostrae aeqnationis coUigitur integrale completum 
y =*-/»** a («-/"^' -h (3 </"^*). 

Exemplum 1. 

Sit Mrrr* et N = p, erit PrzJa et Qraa — pj3, im« 
4e kaios aeqnati?nis 

d<)y-l-2adccdy -f-.(a a — ^^)ffdx'zzQ 

2 3 , -|_ / |2±^5i:PL>|f — Const 

fai quntitatibas autem finitis intcgrale completum 

y = f-«» (A e-P* 4- B e^*). 
C«tii •wem quo ^^i: — W» «qu^tio 

^^y_l_2adxdy-*-(aa4-YV)y^*'-® 



M» Hiteirrata djit 

y IH A *"•* sin. (y x -4- C). 
Al i& Y ^ '^* aequationis 

^^y^aad^c^y-i^aaydx^ro 
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integrale est 

y = (•—«* (A ^Bx). 



E X c m p 1 u ra 2. 



90 c. Si Mrz- ct N — ^.r", crit P ir: --"- , ct 



Q — "" — |3,3a*" - -^ - ^" — "-^-— — '-^ -— p 3 .-r^ ^ 

'^ jcx r^ I XX XX XX t r 

Ergo hiijus acqualionis 

^^y-h^^ ; -+--^ 3^3^ |3|3^"^//dx2 n 

integvalc primum est 

/i --+- 1 ' :r c) 2/ -j- (a 4- |3 :r'* "^ '; y ci o; ~" 

Integrale autem secundum 

«.. /i-Hl iD 'i+t\ 

y zzzx * (A e + B e » ) : 

si [3 ==: i erit id 

2/ — x— ^ (A^Bo:'* ■+•'), 
sin autem (3|3z= — W? ^^^^t 

2/rzAx-«sin.(-;r-a«-t-'H-C). 



I • 







C r o 1 1 a r i u m I . 



90 1. Sumto ?i~2a, ut habeatur haec aequatio 
crit ejus integrale completum 



si sit (3~0, erit id 

2/ — a~ «(A -f-Bx^ «+ '), 

16 



Const. 
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at 81 /3/3~ — Vy? ^^^^ ^^^ integrale 

f/r= A X- « sin. ( -~ .r' « "»- ' -f- C). 



Corollarium 2. 



9 2. Ponamus azz: — i, ut habeamus lianc aequationei» 
ddy — --^^-~— zziO, cujas ergo integrale crit 



JC4 

P P 



ubi notandum, si sit (3|3zz: — Vy, Ibre ?/— Aa*sin.(— -hC)i- 



E X e m p I u m 3 . 

9 03. Ponatur N zz: , ut sit 

aH-f3a?'* 

3N m (3 7z o;'^ — ' 



H d a; X a -f- [3 o:'^' 
et sumatur 



M 



2 X 2 (a -f- (3 :r'0 
ut fiat P — et 



O 



2 0:0; 2(a-h|3^'') ' 2(a-f-j3a;")- 

m m (3 m n o:^ ~^ j3 (3 n h x'' "^~ ^ 



4XX 2 (a -4- |3 x'') 4 (a -I- j3 x"") 

AAo;^^ 



nx2 



(a-H(3x^) 



91 ve 



.2m 



Q.: 



— .m(m-f.2) n(m-w-f-l).3a?"-^ f3(3«7ia;'"'^»— 4 AA.r' 
4xx 2 (a-i-Ga;''), 4.(a4 |3x")- *' 
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^t ob y^M ^ a: zz: I ZN, crit integrale 

hujus aequationis ^^^/H^Qz/^^^^^^* ^t expressio ipsius Q fiat 
simplicior, hoc fieri potest pluribus modis, dum numerator partis 
postremae per a-^-^x^ divisibilis vedditur. 

I. Sit mzzin — 1 et AA~|(3|3«^2, eritque Q — — ^^5|^~» 
tum vero 

N— ^ ^ "^ '^\ ' ti f^dx — lHcL+^x^)', 
unde aequationis ddy — ClLIL:z.ll2LJL — integrale est 

IL Sit 2mzr: — 2 seu mzr: — 1 et -4AAzz:aann, erit 



^ 1 nnfia?* — * l3nna?*— » — anna;-* 

III. Sit 2mn: — n — 2 seu 

^w — — - — ct 4 A A — — -^> 
fictque 



lba?a? 4(a-+-|3a?«) 4p(a-h(3a;'*> 

seu 

Q i — nn yin(aaar"-^- ^ — gjSx''^ — 2^f3a?^^^) 

16a?ar ^ 4p(a -+-(3«") 

quae expressio abit in 
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^ 4-«« nn ^ ^ 4 — 9nn nna. 

Quare cum sit 



net\/ — <t X 



« — • 



N = H — - — . :r-r, erit 

3}/f3 a-»-/3x" 



-^ ^ _^ nay/.— a f ^x 

CL 

sumatur n zz: |, ut fiat mzzi— f, Qzz: , ct 

9f3a^ 

a ;/ — a X ' 
N rz: -nr- ' > hmc 

•^ ^ a -|-(3a;' 



• 


J 2 4' 

(a -(- |3 ar') a.* 


sicque aequationis 


( 


33y -f ^2/3- 


^2 = 


9pa;5 




integrale erit 




» 


+ Dc/N^»). 


Sin. autem capiatur /tzi:— | 


, ut fiat 


'm=— f et Q 


a , 

^ — «... ^i^ir 


9 CllU 


• 


9 f3 o:^ 






/ 
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« 


N = — 




— a 

• OL X ^ 




— 1 

. a-¥^x ' 




/Ndx— - 


3/^ 


a /* x*dx 
a ac -4- p a' 


unde 


aequatlo 








dd */-+■ 


aydoL 




4 

4 
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ct 



a]/ — tt /• 3 a; 



^/ 






simili modo integratur. 



Scholion 1. 



9 4. Aequationem ergo d^y-\-koc^ydx^ziiO his casibus 
integrare licuit, mrzO, m — — 4, mrz: — |, mzZL — \ et mz:-2, 
seu 7n:ii: 2rH|, et m — •— ^h^I. Quodsi ulterius ponamus 

"jsj — , simili modo inteeraiionem casuum istius ae- 

quationis /?2 zn — 2 -+■ | impetrabimus, quibus quoque aequatio dif- 
fereniialis primi gradus 

d z. -+ zzdx-\-kx^dx~(S 
integrationcm admittit. Haec autem casuum integrabilium invcstiga- 
tio nimis est operosa, quam ut eam fusius prosequamur, praeser- 
lim cum infra methodus occurrat haec emnia commodius evolvendL 

S ch o 1 i n 2. 

9 5. Ex his colligere licet, quantus fructus cx inventione 
multiplicatorum , quibus ctiam acquationes difTerentio-difFerentiales in- 
tegrabilcs rcdduntur, expectari queat, etiamsi exempla hic tractata 
lantum. leve hujus mcthodi specimen rcferant. Aliquas autem sal- 
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n^nr: ^*r:ir*:nm zzrTiTS ri'r srm contcmplatus, neque ullum cst 
fnriTiTTT , z:zi:l ziutts ilia* :":.T3a-7 pari saccessu in usum vocari quc- 
inr. Ix i.M 7«:m rizr/i Lmnai ejasmodi aequationes difTerentio* 
iLf^r:rzj..'is z:i^'i-ii.zs. bz quibtrs ahera variabilis y cum suis dif- 
ii-^-j.."-'!^ .-V *: r;v -iiTie unicam obtinet dimensionem. Verum 
riiTt^n- ::ic::i:<i::5 ^i :•:"'- ii ii:i hcjasmodi acquationum genera ex- 
jizjliar. rrcirr stji z-.xrz.-n. aJ-iac cst exculta, tamen usu non care- 
3ti ieciierrs irc*_lca:::. zbl irtegratio aliarum aequationum difTercn- 
-n 'TT-rr secmci rnf j. q:Lie aliis mcthodis tractatu difiicillimae vi*- 
ir. :ce zri-ir"ri:^r::n docebitur. 
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CAPUT VI. 

D E 

mTEGRATIONE ALIARUM AEQUATIGNUM DlFFERENTIO- 
DIEFERENTIALIUM PER IDONEOS MULTIPLICATO- 

RES INSTITUENDA. 

P r b 1 e m a 112- 



906. 
i osito elemento ^ar constante, si proposita sit hujusmod! aequatio 

invenire multiplicatorem , quo ea integrabilis reddatm\ 

S o 1 u t i 0; 

Tentetur talis multiplicatoris forma 2 "Pd y -^ 2 Qy ^ x\ ubi 
P ct Q sint functiones ipsius cVj et producti 

2 doyiVdy-^Qydx)-^— , ^ , ~ — = -o =zO, 



intcgrale statuatur 

Vdy^-^-^Qydccdy-i-Ydx^^zConstdx^y 
ubi V sit functio binas variabilcs x ct y complectens. Erit ergO' 
iacta aequalitate 

-^dJ^dy^ -^^ydxdQdy 2 Aydx^cVdy-^Qydsc) 

-^2Qdxdy^-^dx^dY (fiyy-^ C^-h^Dx^Exx)^ '' 

quae per integrationem valorem ipsius V suppcdilare nequit, nisi sit' 
3P-|- 2 Q^o:— 0, eritque tum. 
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cujus formulae, siquidcm intcgrationem admittat, intcgrale cx variJV- 
bilitate ipsius y erit 

B (iJjy^y-HC-HiDx + E xx) ^ *^ dx 

Sumto ergo y constante, ncccssc est sit 

^ A3P (B>^H-CH- ' I>y-hK xx) -h AP^x(D-l-Ex) ^ ^ ^9-- -^ A > > ^ P 

i> (ii»-h*..H-- t)xH-Exx; » ^^ * dx ^(lJ>:y4-C-f-i'Dx-HExx j * ' 

cui satisfit, si -^^ — et 

— 3P (C-}-2Da?-f-Ea7.r)-f-2P3a7(D-f-Ex)— 0, 

quac duae conditiones an simul consi^tere possint, vidcndum est. 
Postcrior autem dat 

unde fit 

O— ^ r=~D-Ear, hinc |5 ~__E et ^-^—0. 

^ -2 dx * O 3Q X^ 

Multiplicator ergo quaesitus est 

hincque obtinetur intcgralc 

||I (C + 2 D A- -f- E :r X) - ^-^-^ (D-f-Ex) -^ 
Al£dl2Dxj-Exx)_ _^ ^ _- const. 

B(B7jyH-C-f-2Dx-f-Exx) ^^ *^ "^ 

scu utrinque addcndo -^, 

|2!(C+2Da; + E^^) -^V(^+-^'<'> 



A % 7 



+ Byy-t-clr''2u T^irx'x -]- E tj t/ = ConSt. 



C o r o I I a r i u ra 1 . 



B 



907. Haec ergo aequatio i)di/-\- --^^-/^,-0, ubi A-aa, 
*»-C — 0, D~0, et £~l, intcgrabilis redditur rnultipli- 
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Mtore 2 xxdi/—^2t/xdxf cjiisque integrale erit 

Corollarium 2. 

9 8, Si hlc ponatur yzzzux^ 6h d y ^ud x ^ xd u^ 
habebimus 

+ %ux3 Bu I «4 3 tt« , a auu . » 
dx ' dx^ •i-Htttt 

•— 2 X xu u 



dx 



X X uu^ sive 



«4a u» _^ 6 6-j-rfe6-'ga)tttt a« duyC^^-^u u) 

d*> i^-tttt » ^^S^ XX y^bb-^ibb-^aaiuu) 

nnde tam a? quara y per m determinatur, 

C o r o I 1 a r i:U m 4. 

909. Simili etiam modo integratio in genere perfici potest 
5it enim brevitatis gratia 

C -4-2 Da:-4-Ea;a7 — Bsz, erit D + E:^ — 5^|^» 

ct aequatio nostra fiet 






quae posito y^ZLuz^ abit m 

Bz4dtt» Biitt^zda* , T. ^ Attu K 

-^x-^ di^ h E " w ^ 2; -h BC7+ iTii) — B"* 



^. »«dz* (D-f-Ex)> j .. 



Ba^^tt* , CE — DD K-f-fK — A)tttt ^ 

• uuni: ■ [. \ r-A — , seu 



dx> ^^ B B(i-r-tttt) ' 

BBg 4 djii^ K^ (K — A^ D D — C E) tt tt -h (D D — C E) tt4 

d X* 1 -f- tt tt 

ha Ut sit, restituto valore ipsius z^ 

^ dx 9 tty (1 + tttt) 

C+iDx-t-Ex» V^[K + (K — A-t-DD — C£)tttt-e(DO— CE}*^* 

17 
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sicq^ue x- definitur per u, indequc etiam 

S c h o I r nv 

9^1 O^. Hine patet substltutFoy qua taitt ips» aequatio» differeaw 
tro-difFerentialis proposita,; quam raultiplicator ad formara coraraodio^ 
rem reducl debet» Posito> enira* ad abbremnduni} C + 2* D :r --L 
Eor X zm B z z y, aequatio nostra 

ope substitutionrs: jf iiz: u z transforraatur 

cujua mtirti*pficatx)r esft 

2.B.(zzdy' -^yzd ^s) , seui 2 Bz^ d Uy 
%t\ simplicitcr z^ d u\ Cunr autera. sit d.zzii ^ ^^ ^ , erit 

ila ut sit s^ a a z zr: — ^^ 5 a* ^ unde aequatioi nostrai per z^ d u\ 
raultiplicata induit hanc formara; 

^*a/iaaa-f-2 5^^azau2^:-^^=^-"5"a^^^^ — o 

raanifcsto integrabilera^. integrali: existente 

i '* ^ «' -^ -^ " " 5 ^' ~ /Bi^lIlO = i Const 9 a;^ , 
(eujus adeo* nora ihtegratio* ob' z functionerai ipsius^ x raox in: ocu- 
los incurrit, cura sit ' 

zzduznd ^y (Const. Hr ^^ « u + 3.B(;^,„) ), 
ubi varihbilcs u ct o: sponte separantur.. Caeterura. hic notetur,, 
Auictionera pro z assuraiara- satiisfacere' aequationii z^ dd zzzad x^^, 
0UUV laraen ejus ratio* non sit raanifesta.. Multiplicando autera. hanc: 

MtljnNtionem. per ^ prodit,. 2 3 a d 3 z zz — ^ — cujus integrak- 
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le cst d z^zzz^dcv^ — V?> ^^^ ^^— -vT^ioJ ^"^^ porro fit 

quae est ipsa nostra forma. 

ProbleTna 11 S^ 

\ 

» 

511* Sumto elemento 9 a? constante, Invenire rormam gene- 
raliorem aequationum dilfFerentio - diiFerentialium quae ope hujusmodi 
anultiplicatoris M y ^ a? -+- N 5 y inte^rabiles reddantur* 

Solutlo* 

Quia multiplicator ope sutstitutionis y n: R w in formam slm- 
plicissimam S d u transmutari potest, hao ^substitutione ipsa aequatio 
^ifiercntio-difrerentialis induat hanc formam 



cujus postremum memtrum per S^u multipjicatum sponte est Inte- 
grabile, si quidem U denotet functionem quameunque ipsius u^ dum^ 
R, S et I^ sint iunctiones ipsius oo. Cum ergo aequatio 

debeat esse integrabilis , posito integrali 

i S a u2 -f 9 a;2/U d w =: I C a a?% 

necesse est -sit . 

lasaM^rzPSaarau^ seu P9a;zi:||- \ 

Quocirca haec forma generalis 

:v:N„,3s3i4,uax« ^ 



por S 9 i^ multiplicata dabit integrale 
quod denuo integratum praebet 



«» 
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/3« r 9tt 
VS — / y(C — ^jcdu) 

Cum igitur haec sint manifesta, ponendo uzn^ ad formas magis 
intricatas regrediamur, ite ut jam sit U— funct. ^. Nunc rero est 

;)jj — ^y y^^ ^. :s:s,, ^^y i^^y >39r i 2>3r* 

^" R" ~ "rr" ^^ ^^" "r RR~ ""RR"n R3~* 

linde aequatio nostra fit 

dBy 2dRdy yddK , 2ydK^ , U 3x» ^ 



R RR RR ^ R3 

+dSdy ydn ^S 

aRS aRRS ' ' 

quae per — (R 5 j/ — ydR) multiplicata integrabilis redditur. Ut 

igitur ad formam supra proposltam accedamus, statuamus SnaR 9 
et aequatio 

ddy yddK , V d x^ ^ 



R RR ^ aR4 ^ 

per aRR(Rdy — y d R) raultiplicata integrabilis rcdditur. Seu 

haec aequatio 

dx^ y* y 



per Rdy — ydR multiplicata fit integrabilis. 

Ut via ad integrationem perveniendi magis occultetur , ponatur 
f:^ — ^-^Y^ ut V sit functio homogenea nullius dimensionls 

ipsarum t/ et R, ac ponatur yddRnn^-^^y ut fiat 

quac multiplicatore R(Rdy — ydR) redditur intcgrabilis. At cum 
sit 33Rzz:— — , erit ut supra vidimus 
R— /(a -f-2 |3a7 -f-y 0:07) , 

tmde dum Y sit functio homogenea nultius dimensionis ipsarum y 
€t'R — ^(fii -+- 2 ^ x^y X x)^ aequatia 
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ddy 



3 



dpe muUIplicatorls 

integrabills «racllt. 

Corollarium 1. 

51 2, Posito autem Rz=:}/(a-f-j2j3a:-|-ya::rr), aequatio iio- 
stra per RRdy — RydR multiplicata fit 

cujus integrale est 

iRRdy'' — ^ydRdy-\-fydy(RddR+dK^) 

+ d x^/Y 3 I = Const. d x\ 
ubi est 

RddR'^dR^=d.RdR=:d.(^'+'yx)dxz=iydx\ 

sicque integrale est 

RRdy^^^RydRdy-^yyydx^/Vd.-^ =: Const. d x\ 



CorolIarium2. 

913. Quia V est functio ipsius j^, formulae /V9.^ intcgra- 

le habctur. Pro ultcriore vero integratione posito y ~ R u ct 
yV3M — U, habebitur 

R*au^-_RR^udR'+yRRMM9a7' + 2Uaa:^zz:Gda:% 
scu R* d u^ =: a ^^ [G — 2 U -f- (|3 (3 — a y) w m], 

iiincque 

9y 9ji 

o-t-vPx-^7xx /UG — 2U-H(PP — a7)tt'ttl*^ 

»c porro ^zz:M}/(a-|r2|3a?-f-y:r^a?). 
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S c h 1 i n« 

914. Haec crgo aequatio ddy-f--j^j- in 0, existente Riiz 

-j/ (a + 2 (3 a: -f- Y ^ ^) j niulto latius patet ea quam in praece- 
dente problemate tractavimus, propterea quod hic pro V accipere 
licet functionem quamcunque homogeneam aiulllus dimensionis ipsa« 

rum y et R. Si jenim ^umatur Vzn . ^Jl ^^.a i 5psa aequatio pri- 
mum tractata oritur. Caeterum ex methodo, qua illam aequatio- 
nem elicuimus apparet, eam per restrictijonem rfd hanc formam oc- 
jcultam esse perductam, cum ,ea aeqnatLo, unde jcst nata 

* ■ 
perspicue integrationem ^dmittat^ .si per R 3 y — y 3 R multiplice- 

tur. Est enim 

Raay>~j/aaR=:a.(Raj/-i/aR) ^t !L2zz^za.£ 

unde facta multiplicatione habebimus 

(R 9 2/ — 2/ 5 R) 3 . (R 3 2/ — 2/ 3 R) -4- a o? V: i ^ • i — , 

cujus aequationis utrumque membrum per se est integrabile. In ac- 
quatione autem inde eruta integrabilitas minus perspicitur, multo map 
gis integratio est abscondita in ^equatiojaibus sequentibus. 

Problema il4. 

915. Sumto elemento doc xonstante, integrationem hujus ae» 
quationis 

yyddy-{-ydt/^-^A.xdx'^z=20 

ope raultiplicatoris eam integrabilem reddcntis perficere. 

^olutjo. 

Hic frustra tentatur multiplicator hujus formae hdy-i-Md x^ 
lentetur ergo haec forma 

3 L a^" H- 2 M a »a y 4- N a a:' 



llk^ 
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ac ponatiyr producti integrare' 

cujus diflferentiatio- perducit ad hanc aequationem' 

2^^dy=3Lydy'^ -h2Uydxdy^ ■+-Nydx^dtf -+-2AMxdx^dt/-^A.lHxdx* 

-^Lydy^ -yydxdy^^^^ALxdx^dy^-^ydx^dyipx) 
--yydy^^^^+^Mydxdy' -^ydxW^j^} ' 

--l/yd^dy^^^-^Nydx^d^ 

-yydx^Bfi^) 

qpae* fbrmuTa ut mtegratronenr admftfatV memBra, quae 3«/*, dy^ ef 
dj/^ continent, evanescerc debcnt: unde primo colligitur L-2/(^)z:0, 

ubi (^) nascitur ex difFcrentiatione' ipsius* L* posito x constante, 

Consideretur ergc x ut quantitasr constans', eritque- -j^ — ^ , ideo- 
que hzizy/*ix. Negligamus autem hanc* functionemr ipsius x^ seu 
ejus loco unitatem sumamus , ut sit L zz: «/ et (^) ziz : secundo 

ergo* esse debet (^)zz: 0.. Sumamus igitur M— 0, etiamsi M 

denotare possit functionem quamcunqiTC ipsius rr,- quandoquidem vi- 
cfebimus hoc raodo ncgotium conficr posse. Tertio itaque habebimus 

. — Nj/4-a.Aa;y — t/2/(g)i=iO;^ 

sumto' ergo a? constante, erit 3 A o: ^V— ^^2/H" J/ ^ ^> idedrque' 
Nt/ ~ 3 A 07 2/ seu N zz: 3 A Xy ubi iterum functionem ipsius x , 
quae loco constantis ingrederetur,. negligimus. Cura igitur hactenus 
invenimus Lzziy, MzzuO- et NzirSAa?,- erit dYz^r^ 3Ayydt/-¥- 
SAkxxdxy quae formula cura^ sponte 6it integrabilis scilicet 
V zz: — Ay^ -t-A Aa:^, raultiplicator nostrara aequationem integra* 
bilera reddens erit ziz3 yd y^ -^3 Ax ^ x^^ et producti integralc-* 
habebitur* 



y^dy^-\-3Axyydx^dy—Ay^dx^+AAx^d^^^Cd^^' 
qpodil ob constantera' C- est integrale- corapletum. 



. 1 
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Corollarium i. 

916. Hujus integralis membrum primum commode in tres 
factorcs rcsolvi potest. Si ponantur formulae :^ — A factorct 
(:; — a) (s — P) (z -r- y), ut sit 

3 3 3 

cL — ^k, ^ — -zl±^j=±^ k et yzzLZLlZL^Lnl^ k, 
crit integrale inventum 

cxistente 

a-+-|3-lry=: 0, a f3 + a y -f-p y =: ct apyi^rl, 

Posito cnim ^ — z, habetur haec forma 

z^ -f- 3 A a: z/ s — A y^ 4- A A a?^ , 
cujus factor si ponatur z — p — 7 , fit 

ideoquc 

35 
pz=:y]/k et ^zz — a:/A^ 

Corollarium 2. 

917. Sumto crgo constante C— 0, tria obtincntur integra- 
iia particularia 

y ^ y — aydx -^aaxd X— 0, 
et loeo a scribendo ^ ci y» 

ydy-:^(iydx^^^xdxz=zO ct 
y ^ y — Y 2/ d a: 4^ y V o: 3 a; — , 

quae posito yziux dant — — — ~^ v. — » et porro intcgrando 
' ^ = ' / ((^a^ru-t-uu) — 75 ^"S- ^^°S' r^ + Const. 

S c h o 1 i o n i. 

918. Aequationem autem dlffcrcntiatcm primi ordinis inren- 
tam difBcilc cst denuo inticgrarc. A potcstatibus quidcin diffcrcntia»^ 



n 
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lium, ponendo dy^^pdx et yizzux^ undc fit ■;r — s:iri> 
potest, prodit enim . 

x^ (u^ p^ -+-3 Auup — A i<^ •+- A A) — C , ^ 

quae sumtis logarithrais, difFerentiata dat 



dx uu^p^upp-^-K^-huduj u p 3'+-aAp — A k) ^ 

X iiij)i-4-3 Auuf — Aui-f-AA * 



d X _ . ^ 3 tt 



m 



quae loco -- scripto ^^^zr^ ^^^^ ^ 

d u(<ipp -^ A)^ -|- u « (p — w) 3 p (M /? p -f- A) n: o^ 

ac per up/?-f-A dividendo, oritur 

A^u -4-Mp/>9w + pM w 5/> — z^^ d p zz: 0, 

quae ponendo pzzi^ aliquanto fit simplicior, scilicet 

Adu-^qdq-^qudu — u u ^ q =^ , 

cui autem posito Azzm^ j etsi particulariter satisfacit qZLmu — mm^ 
tamen inde integratio completa erui vix posse videtur. Cacterum 
■cadera* haec aequatio inter p et u immediate elicilur ex aequationc 
ditFerentio - differentiali .proposita, quoniam m ea brnac variabiles x 
et y ubique eundcm dimensionura numerum constituunt. Poslto cnim 
d y zzip d X ct y zzz u x^ abit ea in 



uux'^p-+-uppdx-^AdxzzzQ ^ seu 



3 X — uu d ^ _^ d II 



X A + upp p — u 

quae est ipsa praecedens -aequatio. 

S c h 1 1 o n 2. 

919. Interira tamen aequatio proposita completc integrari 
potcst, indeque eiiam eae, quas cx ea clicuiraus. Hoc autcm pror- 
^ sus singulari ratione praestatur, aequationcm illam adco ad ditfe** 

rcntialia tertii ordinls evehendo. Cum cnim sit 



^.y^^Axdxz=:0, 



18 
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statuatar — — 5 t;, ut fiat 

«/^•|^ + A^3ar=z:0y. seu ^. |^ + A rr 3 t; zi: 0,. 
quae sumto eleipento dv constaste, denuo difFerentlata pracbet 
-^- -^ Ack X d V ZIZ.0 ,. seu 3^y -f--AyD v^ ziz 0: 

quae forma ita est comparata^ ut si ei particulariter satisfaciant 
y=:Py y — Oy y=:R, etiam satisfaciat y — D P -|-E Q-f-FR. 
Jam vero' ilii sati&ftcit tfZZLt "'^, sf fuerit a^znA, cum igitur 'in 
Coroil. 1. ternae litterae a, (3, y eadera. conditionc siht pracditae, 
habebitur integrale comjiletum 

unde ob kxzzL — ?^., erit 



X 



D a a e— «'^ — E ^^ (3 «— P*^ — F v V ^~'^''' 



seu mutatis constantibus , ob A zzz a^ zi: (j^ nzy^ y 

y-z — S(cte— «'^ - ?d^e—^'^ — (ly e—y^. 

Hinc ergo aequatibnis 

A d u -]- q d q -{- q u d U' ^ II u d q zzz 0- 
integrale completura his formulis continetur 

^~SLe— «^ -f-«5e— P^ ^lCe— >'" . * 

ob </— pu — ^j^ — ^^J^' ^l'*^*^' insigne est specimen! integrationis 
iBethodo> directai rix perficiendae. 

P r o b l e m a 1 15. 
920. Sumto elemento dx constame, si proponatur haec ae- 
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quatio 2 y^3c)j/-f-f/f/Dj/^-!-XDr^ — , existente Xrz:a4-j3x 
yxXj invenire multiplicatorera , qui eam integrabilem reddat. 

S o 1 u 1 4 o. 

Hic frustra tentantur multipHcatores formae 

I^c)2/ + M5a: et l^d y^ •^'^ld xd y -\-'^ d x^; 
sumamus ergo multiplioatorem hujus formae 

et integrale statuatur 

• Ly^a^* -^Uy^ d x^ d y^ -h 2 f^ y"^ d x^ dy -hS d x^ =z , 
unde per differentiationem colligitur 

dx^dS—2 hyydy^ -+-yUjyJ)x''dy^ -^^yydx^dy"-t-'MXdx%-hNXdx^ 
-3Lytjdy'-h2LXdx'dy'^.-yWdy'd)'2y'dx*dy(^) 
-y%'(5j)- SMyydx^^dy^-^emjydx^dy^ 

-yVdy'0~^2y^dx'dy'(^) 

ubi sumimus L esse functloneni ipsius y tantum, Vt ergo termini 
^y^ continentes destruantur, erit 

-L-^>-z=:0 et L — -^- 

dy y 

Deinde pro dcstructione terminorum per dy^ affcctorum erit 
— ^Uyy-^^-y^i^-O, 



d y 

et sumto X constante 

quae per yy multiplicata et integrata praebct 

j j y y y yi 

dcnotante P functioncm qnamcunque ipsius x. Jam ad terminus 



1 40 G A P U T Vr. 

^f^ tollendos, crit 



> 

ct sumto xc constante* 



dx ^ il dx 

1 

quae per j/y divisa ct integrata dat 

ncglecta functione ipsius x addenda, qupniam irrationalitas \^y in 

calculum. non ingreditur^ Erit ergo N :z: -^— —- , ac prop* 

terea 

unde fit integrando 

m 3K PX \yy^_^,^ t *>?_^^'** 

y y y dx* » gdx* 

r f^L^ ^xa P a jy >a^X sj> 1 diPv 

'A > "^ 37 "*" dx». i^dx^ h 

quae finitc cxprimetur si P— 0, cum ob X— a-f-^a: -^yara: fit 
3^Xiz:0. Qiiocirca habemus 

^f ' 5^3» yy^x 

atque 

wide acquatio intcgralis cst 
Aequatio ergo proposlta 

2y^ddy -f-yy3y*-f-dT*(a-f-j?a:-i-yarx)rz: a, 

inlcgrabilis rcdditur multiplicata per 

38^3 afg-f-^g-^^yy^^jc-a^ , gax3(3-f-i7») 



:k^ ' j^j' 
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tum vero est integrale 

^4yyydx^-^(^^^-y^^^>^'=zC^x'. 

teu 

[t/y d y' -;- (et-^ ^ X -i- yx x) 3a:Y -*- -* y' d x^ d y. O -»- 2yx) 

— *ry^ dx* — Cyy a^a;*. 

S c h 1 i o n 1. 

92!» Integrale hoc ita est intricatum, ut alia melhodo yix 
inyeniri potuisse vidcatur, verum etiam ita cst comparaium, ut nul- 
la pateat methodus id porro integrandi, unde prima^ integratio pa- 
rum lucri attulisse est judicanda. Quemadmodum autem in praccc- 
dente problemate integrale completum ex allo fonte hausimus, ita 
hic simiii modo integi^ale eruere licet, quod co magis cst notam; 
dignum, cum aequatio proposita in se spcctata soiutu S4t difBcilU^- 
ma.. PonamuS' scihcet itidem- dxzziydvy et cum sit 

^,dyz:zdxd.l^-ydvd.^^. 

crit sumendo jam elementum ^i; constans' 

Hinc nostra aequatio induit hanc formar- 

2yddy — 'dy^'^dv'^ {(JL-^{lx^y xx) — !d , 
quae denuo differentiata pracbet 

2:2/ d^ y:-h y v^ (,3 + 2 y x) — O , seu- 

2d^y-{-dv^ (|3 + 2 7 X) zi: ,. 
difFerentictur iterum, prodibilquc 

2 5^2/ -h 2 Y 2/ a r^ m ,. scu d^y-}-y yd v^ ~ 0, 
quam aequationem si arirnde re.solvcrc, valoremquc ipsjus ij pcr v 
cxpriracre liccat, erit x — /y^v^ scu sinc intcgrationc .m--'^. 
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— - " . At Tnanifestum cst, isti aequafioni differentlali quarti ordi« 

nis sausfaccre yzzie^*, si sit ■X*-+-yiiiiO. Ponamus ergo 
y m: — ti j ct fluatuor ipsius X habebuntur valores 7^~±n et 
X zzi ~ '* ] ' — * > unde ejus integrale completum est - 

y = A e*^' -KB £- '^'^ -i- C^in. Xn v -+- ^)^ 

hincque 

qui crgo Talores quoquc satisfacient aequationi inter x ct y propo- 
sitaCj dummodo constantes A, B, C, et ^^ ita a se pendentes ca- 
piaatur, ut qnantitati quoque jol convjeniant. His nempe valoribus 
substitutis ficri debct 

a — ^s: — IX xx^ ^ — , 

wbi tantum terminos constantes considerasse sufficit, quibus acccn- 
seri dcbent ii , qui quadratum sinus cosinusve anguli nv -{^ / con- 
t:nent, qulppe ex quonim combinatione quantitas constans eisturgit 
Cum ergo sit 

2yzz:2 A ^^ -f-2 B«-*^-f-2C sin. </2 1; -f- ^) , 

^^;:;; — u n A e'''^ -f- /2 /i B c-»'^ — nnC sin. Qi v^^)^ 

zz n A e""^ — - n B «-"^ -4- /z C cos. (n v^^)^ 
u-=f.--4e---^sin.(/iz;^-4^)^J,, 

erlt sumiis terroinls memoratis 



e'» 






■ j .+ 

.•; * .r ,r := 2 n n A B — nn CC cos. (// i; + /)^ ~ /J , 

*' -' ' * ~ 4 « « A B — 2 « n C C sin. (ni; -f- ^)\ 









.\* =: 2 « /1 A B — w M C C cos. (« v -j- ^)% 



cr<v^ 



*i M « A B — 2 « H C C -I- ^5 — ^ » 'deoquc 
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a rz: 2n n (C C — 4 A B) — |J et 

ct + px-f-ya^arzzi^-nnCCC — AB) — (^ — n na?)^ 

Manent crgo tres^ constantes A^ B, et ^ indetermiiratae , ita ut nul- 
lum sit dubium, quin formulac* pro- ar et y; datae- integrale com- 
plctum exhibeant.. 

SchoBion 2r. 

922. Aequationes differentio - difFerentialesv quay in* his duo- 
bus problematibus. tractaviraus ^ ad similemi formam. reducl possunt. 
Prior enim 



y (2/3 du-^d a*y-f-Xa x^z^ 



cxistente X~A:r vel X=:a-f--|3rc^ sF ponatuir ydyni-ldz seu 
yyzziZj induit hanc formam* 

jDDz/^-f-XDa?*'i=z0, 

quae ope^ muRrpIicatoris y-y^ +- 3 X 9 o:*' integrabilis; redditur. Al- 
tera vero aequatio* 

2/2/(22/Da2/+D/>H^xax^zz:0 



r 



exjstente Xi:a-f-|3a:-+-'ya:a7, posito y— z^r fit 

9f/=2s ^dz et ^Dy-fs. 5^33 — p 5 Ds^ 

X' 

hinc 2y5Dj/-f-Dt/^z:|:3^c)3[;2;,. sicque aequatio hanc induit formam 

^:^dd z -4- X 9 a?* ~ ,. quae integrabilia» redditur ope* hujus mul- 
tiplicatoris^ 



5 r • 4 

27 z^ 3z^ z^ 



i44 
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2Xdx^ 



Hinc colllgimus, pro aequatione ddz-^ . — 
terem 5z^-f-X5a:^)/s, pro aequatione auteix^ 



multiplicatorem fore 



forc muldplicft- 



dz' 



3 

/^Vzz 



'idXdx^Yz^ 



seu sub uno conspectu 



pro aequatione 

ddz-j- 



z 
Xdx' 



l 

XYZZ 








multiplicator erh 
dz"-{-2Xdx^yZy 



3s^4- 



3Xdx*dz 



+ §3X5»'/«. 



Caeterum hae integrationes inaxime sunt notatu dignae , cum ex «e- 
quationibus differcntialibus altioribus perfici queant. Ita cum ex hae 
aequatione, ubi dv constans 



y 



51 e«'«'-h^cP ■"+€«'>'*, 



*i fucrint a, (3, y, radices hujus iiequationis 



et 



ponamus dvziz-^t et cum sit 

ii jam i):r constans sumamus, erit 



( 






ddyzzddy 



dy 



et 
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U& 



hincque per y y multiplicando 

yy'd^y-\--'ty'dyddy-\-'dy'^-^k'dx{y'ddy-^dy^) 

•quae integrata dat 

2/2/Ddy4-yd.y^H-Ay9a;3y-f-B?/5x*-t-(Ca:-i-D)3a;'z:0, 
.quae ergo per superiora integrari potcst, 

4 

Problcraa 116. 

9 2 3'* Definire condltiones functionum P, Q, R et L, M, N, 
lut haec aequatio diflbrentio-difleieniialis 

D r) // -I- P d 2/- -4- Q ^ ^ ^ y H- R ^ ^'r- — 

iintegrabilis reddatur raultiplicatorc 

3 Ldy^ -{-2Mdxdy-\-^d x". 



S 1 u 1 1 0. 

Tacta miiltrplicationc integratio icrminorum per dd y aflccto* 
rrum dat 

L D y^ ^ M d X 5 y* -[- N 3 o;^ 5 y , 

•quare ^ponatur integrale 

X a 7/^ -+- M D o: D y^ -}- N D o:^ 9 y -4- V a x^ zz C a a;^ 

cujus differenliale aequari debet formulae propositae in multiplica- 
torem ductae, unde -oritur 

aa?3aVi:3LP.ayV3LQ.aa:a2/3_H3LR.aa;»ay» 

H-2MP H-2MQ -^^MVidx^dy 

/dSK /dM» V8N 

19 



-(15) 
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Hic ergo fievi opartct 



, d Iv 



dL rdH 



3 L p - il';) - c , 

3LR-h2MQ-4-NP — (|^)- (|>iz:0'. 

Tura vero erit 

3 V zn [ 2 M R + N Q - (g)] a S^ 4- N R 9 a: , 

quae formula integrabiljs essc debet. £x >llis autera aequatlonibiis 
coUigitur 

p I fdL\ fK T /3Ln y f_ /d^rv fl M /3L\ 

•*^ n ^5J/> >^ 3L \dxJ ■» 3 L Vdj^y "~ gLL ^3^ ^^ 

•*^ 5L \d«>"^3L^dV gLLVdy 9LL ^d V gLL ^d >J "^ ^7^3 Vd y * 

Corollariura f^ 

9^24. Si Ly M, et N fuerint functlones ipsrus x tantUOTy 
erit Pno, ^=3X55 et R-3i:a« - ^LLdi» ^mc 

;n V /aMdM ^MMJL N^L ^^N ;^^^_r Jt&M «MNSL. 

^^ V^d;» - 9LLdx"^3Lc^* dxJ^^'^ JT "^ ""^ir ^ 

ac coefBciens ipsius dy debct esse constans. Quarc p%r L^ div£- 
dendo habebitur 



C3x aM9M , N9L dN 

r 



3 3 ^ 3 5 

/L 3L/L JLVL^ /1* 



ct integrando 



*rgo 



Vl 3LyL yi^ y L. 



T = C sr + /(^I - ^'i?) (^! - C L V 'r*) . 
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C o r o 1 1 a ri u m 2^ 
9 25. Sit MmS/L2, erit 

aMzrdS/L^-f-tpi:, et 

3>'L 

T = Cy-\r-lfl' (i S S /L - C iJfj^, seu 

i'L y.L 

V— C2/-f-3VS^-|C/as/|i^, 

l^L 

rtum vero 

N :=: I S S y L - C l7^^5 = ^ S S - C/|Jf) ^/ L, 

■/L VL 

:atque PmO, Q — ^^5; ^^ R— — 3-^. Quare hacc aeguau# 

SdxVL 



5L • 3 

sVl 



integrabilis reddilur multiplicatore 



3 z 






3 

VL 



«et integrale est 

3 3 

X52/'H-Sda;aj/2/LL-+-aa?^a2/(3SS--C/95):/L-f-Ct/dap» 

-f-5VS'a^'-|Caa;V3S/|-?=:0. 

VL 

Cx>roIiarium 3. 

^26. ^Hic quidquid pro constante C assumatur, idem into- 
grale prodire debet/ Hinc si C — 0, aequationis 

:^ -\ -, f 3L3y , 3s3x ^ 



3L ' 3 
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T p '"n ' 

J L R 4- 2 M Q 4- N P — rf' 

Tum vcro crit 

5 V zn [2 M R + N Q — ^ 

qiiae formula intcgrabilis essc di " 
colligitur 



( 

924. Si L, -v 
eritPno, Q=5|?^ 

ac cocflScieTis 

■ • • ". . . 

dendo habeb* — • ^^***^'- 

.3 

ct integr 



.fcrgG 
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ct integrata dat 

fAn+i, 'JJJ 7/3M + a_^ 3 ?; X 3^^« , 



,2» 



i/ (^n^i)dx^ dx 






2(n-h')^dx3 i/ 

i miila ut integraiioncm admittat, esse oportet 

'^ (n-t-*i)d« ^ dx ^ (n-hijdx" 

_ „3 :! -)- a , —A%-- ^Qt/n-hi^ ^J.^ — /I U X //« " ' ^ O? 

( an+QxaT aa (3 n4- >) X^-^-^S x^^,, ^ 3 (3n4- ') S XX^x ^^^ ^ 
~^" u-hO ^ a(a-Hij^dx "^ (a n H- */ "^ ' 

bic crgo singulae potcstates ipsiu^ j/, quatcnus sunt inaequalcs, se- 
orsim destrui debent. Quare potestas y^ * dat U zm ; unde 
etiam potestas y^ ad nihifum redigitur. Potcstas y''^ dat 

(2n+2)TDX + (2/z4-2)Xc)T-f-(2/i+OX5T— 0, 

seii X*'^^"^ T^i-^^+^ — A; at potestas j/''^-^' pracbct O^TziO, seu 
T~ a"4-|3:c-|-y a:ar. Potestas vero y^^ postulat S~0, nisi sit 
nm— |; quo- casu etiam potcstates 7/3n-|-i ^t y^^-^^ sponte cva- 
nescunt. Cum crgo sit UnO, S=:0 et Tzict-i-^x-^yscx^ hinc- 

— 4n— 5 

que XnB C^-h^jc -Hya;a;)* '^'*" * haec aeq^uatio 
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integrabills reddltur ope muItlplicatoriB 

S ch li n 2. 

928. Quanquam plurimum abest, quominus haec methodus 
satis adhuc sit culta, tamen specimina in hoc capite tradlta abun«* 
de declarant, quanta mcrementa inde expectare queamus, unde ejus 
cultura maxime Geometris commendanda videlur. Quoniam igitur 
mathodi, quibus in resolutione aequationura diflerentio-difFerentialium 
uti convenit, satis luculenter sunt expositac, ad sequens caput pro- 
grediamur, ubi integrationem hujusmodi aequationum, quatenus quH 
dcm id commode fieri potest, per series infinitas ostendemus* 



GAPUT vn. 

D E 

KESOLUTIONE AEQUATI0NI5, 

PER S£RIES INFINITAS.. ' 
Probleuia 117.- 



^2^. 



'i 



Suiirto cfem^nto d^ constante , aequationem differentio-differentiarei» 
^d U -^ ct x^ yd x^ zzz per seriem infinitam integrare. 

S o 1 tt t i o* 

Quaerimus hic seriem secundum potestates ijpsius x progre^ 
^entem, quae valorem ipsius y e:xprimat; ct quia in altero aequa- 
tionis nostrae termino quantitas x cum suo differentiali dx nullam^ 
i» akero vero n -f— 2 dimcnsiones occupat, evidens est exponentes» 
yotestatum ipsius ar differentia n-H2 ascendere vel dcscenderc dcberc' 

I. Ascendant primo exponentes, et fingatur series 
j/ = Aa:^ -+- B x^+»-Ha ^ Q ^x-ha 71+4 -I- ete;. 

«ritquc 

^:zz7c(X — f) Ax^-^-f. (X+7t+2>(X-*-n4^ l)Ba;^H^«H< etcZ 

•^f/— ^ ^ ^ ^ aAa^^ + ^ 



midc patet primum terminum solitarium evanesccre debere, ut slt 
XC^ — 1) zn 0. Ouare capi oporiet vel X zn. rtl X =: 1, sic> 



^' 
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qce duplei scries cbilc-tnr 

y^A -l-B r*— --f-Cx^^-^-i-i-Da:"'-^*-^- E a/»»"»-* -4-«te. 
— a-r — ^jr*— '-^Cx»*+^-t-©a.'«-*-7H-(£a^"-+-9-t- ctc. 

scbsrlzntl.: -e ergo licti fieii cportet 
9=fji-^2:'r.~i Rx*— <2rt— 4)C2/iH-3)Cx«+»-»-<3n+ 6)(3/n-5)Da^"+*-f etc. 

— aA-r- ^B -+-aC, 

CiX^t^S. ^»:— -^i!?x*-»— (2/1— 5>(2n-«-4)6:r«+5-,-(3/n-7)(3n-i-6)©ai^'^»-+ etc 

rc:; '.■.-^;ra A et 31 arblurio nostro rclicus, xellquae jper eas ita 

.^li>_ - c — =:i?A_ . D — —"^ etc 

^:.-*_. j- — nf^. © — =r-"A_ ete 






i>t-4} (*-t-i) » '*' 3(3aH-7; (n-|-«) 

slco'^ Ci':-<bw^*.;ir uxregr^Ie ccmpletum ita expressum 

a A .r* -^ ■ rt» A x» " -*"+ 



A 



^x 



i V': -i- 1 .' . \.K -h 2) t . 2 (n-+-l) (2 n-H3).(n -i- 2)« 

.n»A.r3'»-+-6 

3 H- etc. 

l.i.3 ^n-i- !.>(2n-#-3)(3n-r-o;.(/iH-2) . *, 



1 vn -r- 3) . v« -r- 2) 1 . 2 <.n -t- 3) (2 n-H 5) . (nH-2)« 



1 . J . i v*»'-^^) v2n-!-5> \^in-i-7) . {n-!-2) 



-4- etc. 



U. lV$..>r:xJjiu'. jim esponcnies, et ficta serie 

^ = A ,t^ -T- B .«-^—■~* -f- C a^ — « «— 4 -I- etc. 

^: '; : \ ^\_ t^ .U^-*-l- V.X— K — 2)(X— /i— S^Ba^^-^-^-f-ctc. 
.««^<, _^aA^^-^^-*-«Bx^ — * -hctc. 



CAPUT VII. 



1$^ 



ubi cum ^terrainus a;^"^"sui similem non habeat, tolli nequit, ita ut 
hinc nulla aequationis resolutio obtineatur. 



9 • 



CoroIIarluin 1. 



9 3 0. Geniintiia series pro y inventa, quoniam litterac A ct 
9(' arbitrio nostro relinquuntur, integrale completum aequationis dif- 
ftrentio-drfFerentiAlis ^^y^ax^y^x'^ zzlT^ exhibet; tribuendo autem 
litteris A et ^ datos valores, integralia particularia nascentur. 

Corollarium 2. 

9 3 1. Si ponamus n-^^l—m^ seu nzizm — 2, hujus ae* 
quationls 33y-4-«a;^ *t/da:^iziO integrale completum ita com* 



modius exprimetur 



a kx^ 



a^ \x 



a m 



1 (?n — l).m ' 1.2(m — l)(2m 

a^ ko(?^ 



l).m' 



y 



%x 



1.2.3(m — l)(2m — 1) (3 m — 1) . m^ 



etc. 



1 (m 



1) . m ' 1.2 (m+1) (2m-hl) . rn^ 

etc. 



1 .2.3(m-f-l)(2m+l)(3m-Hi) .m^ 



C r o 11 a r i u m. 3. 

9 3 2. Si exponens m fuerit positlvus el unitate majqr, hae 
series eo magis convergunt, quo minor valor quantitaii o: tribuatur: 
nriis vero casibus in praxi hae serics adhiberi nequcunt, nisi forte 
cae ipsae in alias convcrgcntes transformaii possint. 

S c h o I i n 1 . 

933. Dantur tamcn casus, quibiis hae series cmni plane usu 
dcstituuntur, quod cvcnit, si quispiam faciorum denominatores con- 

20 
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stituentium eyanescat , sicque oranes termini 6equent(e$ in infinitntt 
excrescant, quibus casibus series in alias formas^ transroutari eon^ 
venit. Hic primo occurrit casus m~0 seu n~ — 2, quo crtii- 
usque seriei omncs termim praeter primos fiunt infiniti^ boe tcm 

casu aequatio, quac cst d^y-h - ^>^ - ^ P» ^^^ ^^ homogcnct, 
singularem integrationem admittit: inveniri enim potest potestas ip- 
fius X, quae pro y substituta aequationi satisfacit. Ponatur scilU 
cci y~x^^ prodibitquc 

A (X — i) x^ — ^-^ ax^-^—O, seu XX — X4-az:0 

unde colligitur X — | -4- y/ (i — rt) , ob quem duplicem valorem cst 
integrale completum 

qviac aequatio casu a ^ J abit in hanc formam 

I I - t 

y zz, Kx^ sin. [(a — J)* / ^ + a] ; 
unde patet, casu a~| fore 

j^ ni: (A + B / o?) }/ a:. . 

S ch o li n 2. 

.934. Reliqui casus ad incommodum ducentes sunt, si yel 
m ~ 4- vel m zn — y denotante i numerum quemcunque inte* 

grum. Casu m zz: -V prior tantum series fit incongrua , casu vero 

mzn — 4- posterior tantum. Quare illo casu ponendo AiziO hoc 

vero SliiiO, series saltem una idonca habetur, integrale particula- 
re cxhibens. Verum cognito integrali particulari quod sit y — P , 
inde aequatiouis 

5 9 y H- a a:^- * yd x^. —Q 

integralc complctum eruitm- ponendo j^~Pz, undc fit 



•V 



I 
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fddz'\-2d.Vdz-i-zdd? -f- a a™-^ P s^ a.-" — o, 
at per hypothesin est 

a a P + a x«- » P 9 x'' = , 
ergo prodit 

Pddz^ 2d?d zzz: 0, seu 

?I}dz=Cdx et zznCfly 

Cum autem P sit series infinita , hinc valorem ipsius z cognoscerc 
haud licet. At casibus illis memoratis pars intcgralis logarithraum 
ipsius X involvit, quod vel inde intelligitur quod — aequivaleat ip- 
81 l X. Quare in aequationc 

ponendo yzzzp ^ q Ix, ob d i/ — d p -^^-^ -}- d r/ l x, crit 
dd p -\- — ~ — Vjr* '+'r)d q Ix -+^ ap x^'^'' d x^ 



a q x^'^^ d x^ l X— ^ 

in qua partes Zo: involventes seorsim dcstruantur necessc cst; ita 
Ht hae binac habeantur aequationes 

3 5 7 -4- a 7 :r^ ~" * ^ a-^ — ct 

ddp-h -l^ -^f^^apx-^-^dx^—O, 



ubi pro q ca binarum superiorum serierum accipi debet, quae ca- 
su oblato incommodo caret, eaque constituta cx postcriori acquatio- 
ne faciic quantitas p pcr seriem exprimctur. Hujusmodi casus in 
sequcntibus cxcmplis evolvamus; tantum notemus illam operationem 
pcrinde se haberc, etiamsi loco Ix sumatur Ix -{-a^ ita ut iHYen* 
tis p tt q futurum sit 
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Exemplum 1. 
936. PosUo m nz 1 , hanc aequationeni. 

per series re^olvere. 

Posito y zzz p -fvr/Z.r, capi oportet 

(/ ~ 21 OT i ;: — - -,— -4- etc. 

I i.a 1.2.3.3 1.2.9.3,3.4 

pro qua ponamus brevitatis gratia 

y =1 21 a; 4- SB ^^ 4- S: 07^ + S) 5:^ 4- etc. 

tum vero quaeratur p ex hac aequatione 
^d p , i^i ?_ • ^ ? — : 

fingamus ergo 

p — A ^- B. ^ -4- C :r^ -4-D ^^ 4- E x^ -+-.etc., 
eritque facta, substitulione 

2 C-[-6Da;+12Eara; 

H-23l|-^433-f-6€ + 82) 

~ 21 ~ 58— € — © 

H-aA -i-«B 4- aC -[- aD 

Cum jam dentur coeflicientes % 33, S, ©, € etc. erit A 
quantitas. B> non determinatur , tum vero. 








M 



c 

D 
E 



— 3 g g B ^ -h3a9l aB 
2 I. a ""^ i3. a* i. a ' 

— 6£ oC — 5a«tr «C 

S; 2.3 1». a3.3* "~ i.S» 

— 7O aJD' -+-7^3 M oJD 

la - 3.4 — i*.2«.3Si4« 3.4» 



p HiL? 1? — 9g^g «E 

^: — 20 4.5 1». 2«.3^4?.5« 4.5» ^*^^** 

ubi pro B scribere licet 0, quandoquidem in integrali yizp-h-qlx 
addlmus partem aq ^ quae ex littera B oritur, ita ut sit 
/>=iA-f-Ca;*-t-Da?^4-Ea?*-HFa;^-{- etc. 
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HSnc erlt 

^ i3.ii» -^ i3.t3.3* ' ^ i3.a3.33.4»» -^ 13. 23.33. 43. 5« » ^^^* 

ubi notetur csse 

14 — 3.S-f-.5.1, 70zi: 1.14-^7. 1.2, 404=: 5. 70 ^9. 1 . 2. 8, 
ct pro scqucnte 2688z:6. 40 4 -+• 1 1. 1.2. 3. 4 ; cslque 
yzizp + aq -^ q l X.. 

Exemplum 2. 

■ 

936. PosUo mzzi: — 1 hanc aequationem 

d-N , aydx^ ^ 



»3 

^er ^enc5 resolvere.^ 

Posito yzzzjf-^-aq-^qlx^ capi oportc t 

A g A , g* A ^^ a3 A , . 

^ ^ 1. ax"*^ i.a«.3«« ~ i.a«.5».4«3'+' ^^^*- 

gro qua ponatur brevitatis. gratia 

a O f\ V 



tum vero quantitas p ex hac aequatione definiri debet 

d-\ ., I «393» qdx* , afdjt* 



£in'gamu8 ergo. 



0« , «1 
,0 -t- -r 



unde facta. substltutione prodit 

a% , aQ I a £ 1 a!D 

«X T^ X3 *^ X* "^ x5 

— A— B — C— D — E 
— 2B — 4C— 6D — 8E 
H-2 € -t- 6 S)-J- < 2 € -h 20^^-3 

et coefficientes S(, SB, S, S), €, ctc. ita dcterminantur,, ut sit 
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^ 



— ; secundus 93 non definitur, tum vero est 



JD 



5 B 
I. a 
5G 
a.5 

3.'4 

9jE 
4.5 



1. 2 

a 3 

a» 
3.4 

a€ 

4- 



^..5 



— 3a A 



5fl« A 

2 ».3 •'..>• 
a^3^/i."<5^ 



g 95 

a.3> 

a_T) 
3.4 » 
aS 
4.5» 



etc. 



81 sumatur, id quod sine detrimento generalitatis fieri licct, ?8z:0, 
ita ut sit ' 



P 



— 3a A 



x3 "^ «4 



Zl^ A ^ ■ +-'4g"A m 

<> -f-4o4a4 A 



etc. enc 

>— 70 a° A 
i3.a3.3^.4»' 



li.ai. 33.4^.5^ 



, etc. 



<iui valores similes sunt praecedentibus. 



' Exemplum 3. 



93 7. Posito m : 
per series resolvere. 



I, hanc aequationem 
:0 



Posito yzzzp-^^ctq -^qlx^ capi oportet 



q — SHx ^^^x^ ^ 



i6a*1C 2 
-- X 



64 a3 fC yM 
X. a. 3. 3. 4'^ 



a56 a4 51 



a;' 



etc 






I. a. 3. 4* ^* 4" ^* ^ 

pro qua brevitatis gratia scribatur 

^ i Z » 

7=:3(x4-S3^'-f-S:^^-4-S)^^-4-€a:^+^a:*4-©:r*-^ctc. 

tum Tero quantitas p ex hac aequatione definiri debet: 



» X 



a p d x^ 
xV X 



0. 
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Fingamus ergo 






prodibitquc facta substitutione 



Ilinc colligitur fore 

et B non determinatur, porro 

c- 

T)zz 



— 4aB 8^ —4 aB _, 3a g g 

1.3 1.3 1.3 •" I». 3»' 

— 4aC ia€ — 40C ^«.i6.o»a 



E 



a. 4 fl. 4 ~" 2*4 1.3. 2*. /|.* 

— 4^1^ '6^ ^^ — 4aD , 16.G4. «•ff 



3.5 3.5 3.5 ^^1.3.2.4.3^.5* 

— 4«E «08S — 4«E 20. 256.a*?l 



ubi notetur esse 



p — 52416. g56a^g. . 

* 1«.3».2».4».3».5».4».6«' ^^^* 



100-2.4.8-4-1.3.42, 1 884z:3.5. 100-+- 1. 3. 2. 4. 16 , 
5241 6 = 4. 6. 1884 + 1.3.2.4.3.5.20. 

Exemplum 4. 

938. Posito mzz — |, hanc aequationem 



zr 0. 



P — *!■** g* ^^ 'w ^ «— . — f^ « r. 20. 20D. g^n . 

4-6 476 ~4."6 I. 5. a. 4.3. 5. 4^76« > * 

Quodsi jam ponatur B — ut sit 

/^— F^ — ~/x-+-*-4-Car|/a?-4-Da:*H-Ea?^)/a?-hFa:^--*-etc. 
erit 

^ i».3»' i».3^2».4* ' ^ i».3».a».4«.3».5«' 
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Exemplum 1. 
935. Posito m nz 1 , hanc aequationeni, 

per serics re:^olvere. 

Posito y zzz p -4-.(^//\r, capi oportet 

' I.S 1.2.2.3 1.2. S. 3.3.4 

pro qua ponamus brevitatis gratia 

tum vero quaeratur p ex hac aequatione 



fingamus ergo 

p — A^B X ^Cx^ -^Dx^ -\-Ex* +.etc.. 
critque facta substitutione 

2 C-|-6Da;+12Exa:^-20Fa:3-h30Ga:V 

— 91 — 93— € — © — € — ^ 

H-aA -4-aB-^-aC + aD -h aE + aF 



Cmu jam dentur coefBcientes SC, ©, €, ©, € etc erit A 
quantitas B non determinatur , tum vero. 

Dr: 



0. 



sr 

- • 



_ ^3^ S5 -^ li^ -^^llJ! — 

- la^ 3T4 — i>2«.3Si4« 3.4' 

* ~«^"~4.i !•.:;•. 3^4?. 5* 4.5» ^^^'^ 

\\h\ pw B «cvUmm^ lioct 0, quandoquidem in integrali y:zp-^glx 
«ddimu» partcm anf^ quae ex littera B oritur, ita ut sit 
^ i^ A -h C X* 4- D ar^ 4- E o?* -f- F x^ ^- etc- 
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Ifinc erit ^ 

p 3 fljl jN r-ilt^!.^ F -^- 70 g3 g p — 4(4 a4 tl 

^ i3.i«> -^ i3.t3.3*'' ^ 13.33.33.42»^ 13- 23.33. 43. 6«> ^^^* 

ubi notetur esse 

14 — 3.S-H5.1, TOzr K(4-f-7. 1.2, 404z 5. 70 *-}- 9. 1 . 2. 8, 
ct pro sequcnte 268836. 404 -+• 11. 1.2. 3. 4; estque 
H — /^ + CLq -^q l X.. 

£ X e m p 1 u m 2. 
g3 6. Posito mzzi:^ — 1 hanc aequcUionem 

d-N , aydx^ ^ 



»3 

per series resolvere.. 

Posito yzizj} 4-a q-^qlx, capi oportet 

* g A , g* A ^^ a3 A , . 

gro qua ponatur brevitatis. gratia 

9 = A -f-- + -5 -I- -r H- -4 + etc. 



tum vero quantitas p ex hac aequatione definiri dcbet 
£ingamus crgo. 



« «X ^^ x3 «4 

unde facta. substltutione prodit 

— -l---'?-i- -^-^. i^-4^ "•-U ••-*-«»fr 

— A— B— C— D— E— F ^- 

— 2B — 4C — 6D — 8E--10F ^" ' 



+2€-H 6S>-H 12€ -f- 2O5-t-3O0 
ct coefEcientes^, ^, ^, ^, ^, etc. ita determinantur,, ut sit 
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3(zz — : secundas 25 non definitur, tnm rero est 

81 sumatur, id quod sine detriraento generalitatis fieri licet, SB — 0, 
ita ut sit 

/^=z2Ca:-4--5 4-i^--F-;S-H^-hetc. erit 



S B 


«» _ 


_ — 3 a A 


a 03 


I. 9 


«-2 ~ 


" iVi» 


I. A^ 


5C 


«c _ 


« 5a«A 


aZ 


3 5 


a 3 - 


" .i. i^ 


a 3» 


7i> 


«© _ 


_— a' A 


a Z^ 


3.4 


3-4" 


— 2'».3^-|* 


5-4 » 


9K 


«« _ 


93*A 


a€ 


<f*5 


4-5 


-i*.3^>\i^ ^ 





— 3 a A ^ -H '4 «^ A fci — Toa'' A 

i3. «3.3^.4* 



flr — — ^^ ^ (r\ — " H'4g^A m 

^ i3.2« ' '^ i3. i^s» ' ^ 



5t — _2tliii±iLi- etc 
<iui valorcs similes sunt praccedentibus. 

' Exemplum 3. 
93 7. Posito mzzLly hanc aequationem 

ddy ' "^^*' 



xV^x 

per series resolvere. 

Posito yzzzp-{^a,q -^qlxy capi oportet 



«Ha; -_i£* a^ _i_ Jll*JL 3A _^ __Hfi«L_a;* 

1.3 ' I. ». 3. 4 i.a.3.3.4'^ 

'^;''-^^ , , x^ - etc. 

I. a. o> 4* 3* 4" **' ^ 

pro qua brevitatis gratia scribatur 

' 5 Z , 

7i=^x 4-SBa;* -f-Ola;* -f-S) j^ -4-Sa;' H-^x* -+-©x* -hetc. 

tum Tero quantitas p ex hac aequatione definiri debet: 

5 5 „ 4. ^iJLii — -JlfE! + «-f^fE! ~ 0. 
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Flngninus ergo 






prodibitquc facta substitulionc 

_ 5t~ ©-€ - ID - € — S 

— '^-1-0 -f-|C + 2D H-'iE -4-0 F +35G 



Ilinc colligiliir fore 



— ir A -^^zl 



a 

ct B non determinatur , porro 

" . 1.3 1.3 — "TTs ^ I». 3** 



E 



— 4g C 12 g — 4 joC ;a. i6. g* 3 C 

a. 4 fl. 4 ~" ^•^ 1.3. 2*. 4* 

— 4gD i6^ ^^ — 4gD , 16.04. «•ff 



3.5 3.5 3.5 ^^ 1.3. 2.4. 3». 5* 

— 4«E «08S — 4gE 20. 256.g*?l 



p — 52416. g56g^g. . 

* 1«.3».2».4».3».5*.4».6«' ^^^* 



ubi notetur esse 



100.2.4.8-4-1.3.4 2, 1 8 84z: 3. 5-1 00-+- 1.3. 2. 4. 16, 
52 41 6 = 4. 6. 1884-H1.3. 2.4. 3.6.20. 

Exemplum 4. 

938. Posito mzz — |, hanc aequationem 



rr ©. 



— 4.6 475 — ~4rs i.s.a.^.s.^.^^Te* > 

Quodsi jam ponatur B — ut sit 

^— -F^ — ~}/x-+-*-hCa:|/rp-4-Da:*H-Ea?^)/a?-hFa:^-*-etc. 

erit 

^ i».3»' i».3».2».4» ' •'^ i».3«.a«.4«.3*.5«' 
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a.3v 



y?x^ 



XX? X 

/»^r 5f/-:>T resoJvere. 



PosIlv? y:nLp -^aq—qlxy capi oportert 

4 4«»A — 1 . 'H>a*A.- * 54a»A I 



1*3 1.3. 9. 4 i.3.-2i /|..5* 6 

pro i^ua breTitaiis causa scribamus 

ct littera ,n ex hac aequatione definiri debet 



Flngamus 

— I i I 

— 2 —5 

— ^•''^ . H-®x *-f-etc. 

ec facta substitutiooc prodit 

«I Jt "^ x"x ^ X X V X «5 x3 Vx x4 *^ «4 y X 

_A— B — C — D— E— F 
~ B — 2C — 3D — «E — 6F 

uiKic $c\|ucntc$ dctcrmiuationes coltiguntur 
at ^ ttOD delcrminatur : porro 

"~ ». ». -5 "^ tfj ~~3" T«73«' 

^^^ —^4* ^ UC ~4«* ^ ia.i6a *A^ 

^ ^'^ t.4 "*" i* 4 «» t i.3.a'.4' 

^ '— * ^. ^\ * 3.*> '"^ 3.3 1.3. V. c|.. 3*. 5* 

^ - k4^ l\»K* — 4* ao. »66 a4 A 



0, 
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Quodsi jam sumatur S5 z^ , crit * * 

qul nuraeri ut antc progrediuntur* 

B c h o 1 1 ft. 
939. Ex his exempVis pcrspicitur, quomodo series aequalioneA 

rcsolventes in reliquis casibus, qtiibus mzzi-^-jy invcniri oporteat; 
ubi observetur, si sit ynzn -4-7, pro q hanc seriem accipi. debere 

i -+- " 1 *+- JL 1 -4- J. 

tura vero formam ipsius p tali scric exprimi 

J- A L 

p — A + B a' -f- C :r' + D x^ 4- etc. 

cujus coefficicntcs ex superioribus ut ante definiantun Sin autetn 
sit m nz — -., pro q sumatur series 

7 — A + B o: i ^C X i -f- D,x i -f- etc. 
at pro p hujusmodi formam accipi conveniet 

l—i. 1— A 1— i. 

/jzi:9(x-4-^a? t ^(l X ^+S)a: f-+- etc. 

unde paritcr singulos coefTficientes uno excepto detcrminare licebin 
►Atque hoc artificium in genere est tenendum, quoties in resolutione 
aequationis gcneralis ad series pervenitur, cujus coefiicientes certifc 
casibus in infinitum excrcscuntj quod plerumque indicio est, loga- 
rithmos esse introducendos. Verum etiam eadem ^aequatio d d y -i- 
c$x^ydx^ ~ aliis modis per series resolvi potestj dum ea an- 
tc resolutionem in aliam forrtam transmutatur , ubi cum evenire pos- 
tit| ut series certis casibus abrumpatur, quibus a^deo integrale rc* 
rera assignari potest, talem trausformationcm maiime notabilcm hic 
explicemus. 
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163 



X (X— 1)A a;^—» -4- (X -4- mH- 1) (X + m) B «^-*-*— ' = 0, 

+ 2XAc 
•4- m A c 

«nde pcrspicuum est sumi debere vel X rn vel X ~ 1 . Conse- 
<juimur ergo sericm duplicatam hujusmodi 

z—k -f-Ba;'"-^->-+-Ca;»'»-+-*4-Da;3™H-3_^Ea.4«-t-4_t-etc, 
St a; -I- aSa;*» -*-» 4- € 0?"" -»-^ -f- ©^"» -J- * H- € a^ " + *-+- etc. 

«|ua substituta fit 

(m-4-l)mBa;«-*-+.2(m4-l)(2m+-l)Ca;'"»4 3(m-t-l)(3m-t-2)Dx'«^* 
~\-mke -f-2(m-f-l)Bc -^-4(m-hl)Cc 

■mBc -+-mCc 



H-(m-i-l)(m+-a)$B^'«+2(m4-l)(2m+-3)^a*'»+'-4-3(m^-l)(3m-i-4)©x''*-*^* 
-+-2$tc -H2(m-i-2)95c -+-2(2m-j-3)Cc 

unde irtrlque coefncicntes scquenti modo dctevminantur 



IZO 



B 
C 
i) 
E 



— m A c 



m (m -h j) • 

— (3 m -4-?) B c 



2 ^2 m-l- i) (m-h 

— (ftm'-^ 4) C c 

3 (3 m-i- i; ^m-h 

— (7m H-«) Dc 

/|.(^m-i- 3;C^-+- j) 

etc. 



S3 



(m -f- >) ^ c 

"0 



(m -f- 2) (m 
— (3 m-+-4)j8c_^ 

') 



2 (a m -H3J (m 
— (5m-H6)gc 

3 (3m-f-4)(^-f- «) 
■ — ( 7mH-8)^c 

i (4 fn -h d) (m -h I 

etc. 



ubi bini coefficlentes A ct Sl inanent indeterminaU) Ua ut hoc in- 
tegrale conipletum sit censendum. 

AUter. Sumta ^crie, in qua exponentcs ipsius x dcorcscant, 
tferi debet 

2 X -f- m — seu mzz. — 2 >. > 

ut aequatio nostra sit 

d d y -^ € c x^^^ y ^ X" — 9 ^ 
i|uae po8i(^ 
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»bit in . 

3dz -f- 2 <? a:— '^dar^z - 2 \c«-*^-' z 5 ar* zr 0. 

PuBftmas ergo 

zrzAa:^ + Ba;»^-' 4-C ar*^ — • -4-D^'^""' -f-- ctc. 
et substitutione facta prodit 

X(X— DAor^^-^-f-CSX— t )(3X-2)B-i.'^-' J (5X— 2)(nX-3)C.T^^-*^. 
H 2XAca-^-«_i.2(3X-l)Bc-i-2(5X-2)Cc -+ 2(7X-3)Dc ^- -q, 

— 2XAc — 2XBc — 2XCc — 2aDc ) 

undc coefBcientes ita determinantur 



B 



X(X — i)A — XfX — r) A 



(4 X — v) c 2 (2 X — j ) c 

p — (3X — 0(3X-f)B , — (5 X — 1) (3 X — rj D. 

^— (iiX — 4) c 4(2X-i')c 

pj — r5X — 0(6 Xj-3)C — (5X — g)r5X — 3) C 

^ (12 X — 6) c 6(iX— i)c 

r — f7>^— ^^)(7^ -4)P — (7X — 3)(7X — 4)rJ^ 

*" . (iGX — a)c ft(aX — j)'c 

ctc. 

Hic unius tantum litterae A valor arbitrio nostro relinq^uitur> ex. 
quo haec series tantum integrale particularc exFiibct. 

Corollarium i^ 



9 41. Ex solutione priori patet, alleram seriemt: terminarl 
quoties 

(2 i -f- 1) m -f- 2 i zz: , seu m — " — 

i^Jteram rero quoties 

(2 i — 1 ) ;w 4- 2 i ~ , seu m — ~^— 

denotante i numerum integrum quemcunque. II is crgo. casibus in- 
tegrale. saltem particulare finite exprimi potest.. 



i 
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C o r o 1 1 a r i u m 2. 



94 2. Altcra solutio praebet seriera finitam, quotics ftserlt Tcr 
(2 /4- 1)X — i — vel (2 i -- 1)X — i — •, 
hoc cst 



^ I . — 2 I 

X zn -^-rr- ct m m — r^^r- » 

•j I-H i 2 1-^- 



ut ante. Reliquis vero casibus haec scries in infinitum excurrit. 

Corollarium 3. 

9 4 3. Casus ergo, quibus haec acquatio 
dd 1/ — c c x"^ d x^ — 
ttque adeo posito yzne^'^^^ etiam haec 

^ li ^ u ud X ziz c c x^ 'd ^ 
integrationem saltem particutarcm admittit, sunt nn:-'^*:^ sumcn- 



do pro i numerum integrum quemcunque. 

S c h o 1 i o n^ 

9 44. Sufficit autem intcgrale particularc invenisse, cum ex 
eo facile integrale completum erui possit. Cum cnim in intcgrali 
insit littera c, dum aequatio difFereT?tialis tantum quadratum cc con- 
tinet, perinde est sive in integrali sumatur -f- c sive — c. Hinc 
si integrale particulare sit ymV ^ c Q, erit etiam ymV — rQ 
integrale particulare, unde integrale completum erit ** 

j/ — a(P -f-cQ) -H|3(P — cQ), seu y-aPH=|3cQ. 

Quo haec clarius explicentur, ad solutlonem altei-am aeqnationis 
d d y — c c X ^^ y d x^ zrz accommodentur , pro qua ponendo 

brevitatis gratia — ^a:'~*'^~^, fecimus yzz.e'*z, ci invenimus 

A^^ >^d — QA ,x,i I XrX-.)f3X-.) (3X-.)A .<^_. 

_ X(X-.)(3X-.) (3X-a)( 5X-^)(5X-5)A ^, X - 3 i ,*^ 

a.4.6(sX-ij777^ *' -i-cic. 
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F.'-: ri^ t:: r£:. :_: iz .zzi:z:-j rcrriincs pcr potestates f)ares ip- 

f i LZ' If. :::- zi: r::-:s:j:vS impares sunt divisi, scriba- 
f — ; >, .:i :- 173 P ei Q lantam potcstates pares ip- 
: ..:..t.-: . e:. :: -•t£:i^ pirilcularc uzuim 



.'^i 1 1. 



• f • 



'. / • ' _ — : J O * , 



Kir^* $L • 'St :=^i:rer:is ;r:dz'-i-*:'^ sca c CHZ'-' b b^ lit aeqiiatio sit 

— 3 3 jr + ^ V :• .r- ziz , crk 






C 



— ; — : s^ • — l ei 

— r "' ■" * ~ w-s. 3 f -+- y^ — 1 . sin. 6 /, ergo 

— ? ■ - — ^*:**. : : — — — y — 1 . sin. b f) 

— : - i-7 -' ..s. A : 4- L^ j/ — I. sin. 6 /) / — 1. 






ec .1 — 1 =c. 
t:^ac wii^rjLc c-.^cirUuici hoc cdsu ita exprimetm- 

jrrFw vv>. 3 : — ?5in.iO — ^"^QCocos.i^— ysin.iO, seu 
j — ^^ F — 5 > Q^ cos. j • -f- c3 P H- Y ^ Q^ ^*"- ^ '• 

Cuc&s «jo 5icc =:>ic iuic^rabiies evolvamus. 

E 1 e xn p l u m l . 
f 4> Ac.^v^aV af-^UKiiu^nis d ? y -^c c y d :t' — Q imenire. 



M - •<; \ ^ 0* el z iz: A. a:cue / zn :r, unde ob P 



,=:**'« -*-J^'-" 



« 
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y ■zzy cos. 6 a: -4- 5 sin. b x. 

E X e m p 1 u m 2. 

9 46. Integrale aequationis d dy — c c x'^ * £/ d a?^ rr in- 
lemre. 

Hic ob X ~ t cst z — A a?, ct t in — « , «ndc ob P zn x 
ct QmO, fit 

Casu aQtcm eczzz-^bb acquationis 
ddy-h^bbx^^ydx^iziO 

integrale est 

2/iii(acos.6/4-/3sin.iO^» cxistente fzz: — *. 



• ExemplumS. 

4 

947. Integralc aeqiiationis ddy — ccx ^ y d x^ zi:0 in^ 
venire. 

Ob Xini, fit B — — j^, et sziiAa:^ — A, atquc tnzSx^^ 
I 
unde Piz:a;5 ct QzZ-L.. Integrale ergo erit 



dc 



.Casu autem cczi: — bb^ aequationis 

4 

dd y-^bbx ^ydx^ziO 

integrale est 

I. 
i/z:(acos.6^-4-psin.603.^-f-^(|3cos.6/ — asin.4/)- 



168 CAPUT VIL 



Exemplum 4 



9-48. Inle-jrale aequalionis ddy-ccx ^ydx^ziO invenire. 



2 



Ob Xi:|, fit B:=--^ <^t :z-Xx^-^A.x^ ita- ut sit Vzix 



et 



^—3-^. Posito ergo tz: — 3:r 3, integrale ita 
y-x^xe^^-hi^e-^^^^-^^^ide^^^^e-^^). 



expnmitur 



Casu autcm cen — bb aequationis 

s 

ddy^bbx ^yBx^ziO 

integralc est 

•y z .2 ^ <a cos. 5 / -4- o sin. bt) — 3-^ (i^ cos. b t — a sin. b t). 



Exemplum 5. 

9 49*%. Integrale aequationis dd y — c c x ^ y d x^ z:0 in 
xtnirt. 

Ob X=f. est B-:^^ ct Cr^l^, hinc 
s = A X* — * -^ J - r^ , ideoque 

Jc i»cc* ^ 

4»cc ^^ ^~» c c 

t 

fMttv^ erS*^ l-5x*, uuegrale erit 
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8 

integrale est 

2 I 

Problema 119. 
9 5 0. Aequatlonis differcntio-difFercntialis 

dd y -^ c c x^^ ' 2/ 3 o:^ zzi 

integralc completum asslgnare, denotante i numerum inte^rum quem- 
cunque. 

S o 1 u t i 0. 



Sit brevitatls gratia t — — (2 1 — 1)^^'"** tmde fit ar-*'*-~' 
~^ — {llzzll^ ac posito yzzze^^Zf pro valorc ipsius z per se- 
riem invento 

i f-l-i 2-)-a «-f-5 

z = A a'^^^+ B a^"^— ^ 4- C x'^—' + D :c^"^^ + eUc. 
ob X zn -^ — - j hi coefBcientes ita determinantur 

^ ^(2"7::ii)c» ^ 4(21 — i)c ' -^ 6(az — i)e ^^^- 

I 

quibus substitulis, et introducto valore x^^ ' iz:: ^^^ '^ ^ erit 



7 



sive hoc modo 

^ :::, .^. ( 1 _ i.C' "0 . UU^Z^ ^ ^(.y-.)(,/-40fy -^ ^" , 

^/ \ 2cf 2..j.ccrt a.q.b. C3/-J • -/ 

Atque hinc aequationis propositac integralc complclum ita exprimetur 

22 
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ubi in utraquc progressione lex formationis singulorum termiRorunt 
cst mani fes ta. 

Corollarium f* 

951« Hlnc quoque illius aequationls 



mtegrale corapletum, manente f m ~ (2 i ^^ l)a:^''"', cst 
«^-' (^ ~ V"^>^>~ "^ a\.6 a^A ""^tc ) (acos.6f-4-psm. ^O 

./^•y^(^-') »0>-0f"-4)('-3) i(/i~.)(n^4 )r;7>-9)fn~»6)(»-5) v ^ . . . 

' \Mjt 1.4.66^/^ "*^ a.4. 6.tt. io65t5 etc.;(f5cos.^^^asin.6i> 

Coroltarium 2. 

9 6 2. Si i sit nnmerus negatiyus ^ hacc integratio pcrinde suc^ 
cedit, aequationis enim 



t 



posito t zrz(2 i -f- 1) 0?^''+"', integrale erit 
*^ tct "^"^ a..,.ecn» ^ a.4.6.8. ioc5f5 -fete.;tae -^3« ;. 



Corollarium 3. 

963. SlmiK modo hujus acquatloni» 

—4' 
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posito < rr (2 i -f- I) a-^H-', integrale completum erit 

C o r o 1 1 a r i u m 4. 

9 54. Tn formulis sinus et coslnus continentibus si ponatur 
a ~ C sin, ^ et ^ '-nz C cos. ^^ 
c;tpressiones nostrac ita contrahuntur, ut fiat 

a cos. 6 f -f- [3 sin. 6 i n: C sin. (t / -f- ^) et 
j3 cos. 6 f ^ — a sin. b t zz: C cos. (b t -^ ^) y 

\ 

ut jam hic C et ^ sint constantcs arbitrariac^ integrale completum 
reUdentcs. 

S c h 6 l i n. ^ 

9 5 5, Hinc egregium adipiscimur adminiculum ad casus inte* 
grabiliiatis hujus aequationis differentialis primi gradus 

agnoscendos, simulque integralia compIe'a definienda; nascilur enim 
haec aequatio ex ista 

d d y + ax^ y d x^ ziz , ponendo z ziz eJ^^^^ , 

unde cx illa ricissim haec oritur, ponendo a~~~-. Cum igitur 

istius integralc assignare licuerit casibus quibus exponens nz:-^^— 

iisdem casibus integrale aequationis difTerentialis primi gradus assi- 
gnare licebit, ubi quidcm duos casus evolvi convenit, prout a fuc- 
rit vel numerus negativus a~ — cc vel posiiivus a~-^.6fr. 
Hos igitur duos casus pcrtractasse operae crit pretium. 



•« 



CAPUT vn. 

Froblema 120. 

§^r. r^KCci:r:^ i numerum integrum sive posithnim sire ne- 

nr:-r:"v:'^t, inTenire integrcile hujus aequationis 

— _41 
} i — :: Uf)x — c c x^ ' "^ ' d ^ i^ 0. 

S u 1 u t i o. 

Pv^s::o u ~ — ^i haec aequatio transformatur in istam 

— 4i 



I? ? f; — c c x'^'^' i/d OL^ zzz j 
sumto clcraento d or constante , cujus integrale assignavimus. 



Pv>$itO soilioet < ~ (2 £ + l) .T^'-^', est 

A^^^-fJ^ ;i, ^—^ -^ s.4.6ci ^ ^ ^.4.6.8. lo c5 ^ H-etC.y 

Ponamus brevitatis gratia 

y — (ac<^^ + P tf-^^) P — (a ^^^ — P ^-^^) Q, 
rt cum .«it 



— %t ai 



O^nna-^-*- ' ^o:, seu ^ x — x""^-^' d t, 
crit 



da? 



2 1 



a;"-»-'df 



«Ivc 






a j 



Al vcro C6t 
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^0--'('4-)^,--., ,(,,-.,)(/f-4)(,-|-3) ^f-3 , jT»-0r»-4)(»-9 )( »-6)(/-f-5) ^,-5 

c?-ct'-i~'^'--^-~^^ Z'-' -f- i^zO^,'i-4)("--iO('+4) ^f_4 , gtc^ 

• 2. JC 22. 4. i3ci * 

d f 2 c * 2.4. 6ci * 

unde colligitur 

Bt a 2. .j.. 6c* a.4. 6. 8. ioc4 

cVdt-dQ _ ^ ^,- /(//—00-2) ^z-a ^_ 7(/;-~ 1 ) (/ / -4) (i/— 9) (/—4) ^/_4 ^ ^^^^ 

Ponamus ad abbreviandum 

p _ .1 i /(f/— i) (?-f-2) ^f — ^a • /(//— 0(//— 4V//— 9)C/+4) ^f— 4 , gj^,^ 

"* ' 2. 4 cc 2. 4. 6. (J i:4 "^ 

Q^g(^'4-0^i--i ^ /(/^*— 0(/^-4)(/+3) ^z*— 3 j g(//--0(/^'—4)(/^'-- 9) ("— 'g)(/+6) ^f,^5^ ^^^^ 

'^'^ 2C 2.4*6ci^ 2.4-6. 8.10 c5 

p^ii 1 /(/t-O^i-aJ yi-fl , g('V— ')(//— 4 )(//~ 9)(g-4) y/-4 , p*^ 

c ^i(/-0,i-.i . /(/i~0(//-4)C/-3\ i^5 . i(//-iH//~4ni/-9 )(« -i6)(i-5 )^f-,5 , 

*-"l^^ '^ TiTeTi ' ^ £.4.6.^100-5 ^ -hetc. 

ut sit 

?^ — (^ g'^ -f- P g^"0 (— c S) + (g g^^ >- (5 e-^0 (c R) 



X 



'11 

2 i+l 



Quare cum sit m ~ — ^ , erit noslrae aequationis integrale com* 
pletum 

. r&- ,,- (^ ^^^ -• P ^-'0 R - (^ <^- ^ + P e-^-O s 



ai 



i^»*-+-'u 



a e''^ (R — S) — p f—^^ (R + S) 



«^'^^(P-Q^-i-pe-c^C.P-^-Q)' 
quod ob ratione-a constantium « : j3 arbiti'ariam, Cbi complctvni. 



1T4 CAPUT Vir. 

Corollarium 1. 

9S7. Quatemac formulae P, Q, R, S, quae singulae casi- 
bus, quibus i cst numerus integer, abrumpuntur, Ita a sc inYiccxn 
pendent, ut sit primo . 

tum Tcro 



aP + aRzz: "^V'^^^ et 9Q-f-9S 



• 

Corollarium 2. 



9 68. Poslto ergo tcI azziO tcI pznO, integralia particu- 
laria algebraica aequationis 



^u ^uud X — cc a:*'"+"' d x 



exhiberi possunt, quae sunt 



ideoquc hac una formula comprehendi possunt 

S cb o 1 i o n 1. 

159. Pro Tarils ergo Taloribus numeri i tam quantitas t 
quam llitcrae P, Q, R, S scquenii modo se habebunt: Primo sci- 
iicet ti imO, crit t — x^ atque P=:I, QzzO, R .— 1 et 
S ::;: ; rcliquos ^casus in sequenti tabelia repraesentemus 



J :_, — 1, f — — ^ 


• 


- 1, / = 


1 




P — J, Q=:0 


Pr 


:^^ Q = 


- I 

"" c 




R..:rf, S— ^'^^ 


R = 


-t, S = 


Z 
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2, t 



3 

X 



P 
R 



T.. Q 



X 

eli 



7* "^ ecH ' «73 



3, t 



P 

Q 

R 

s 



1 

5 

c/4 
I 

ff 
6 

cf* 



ccf^ 



3.S 

cct^ 
3.5 

c3 f^ 



P 

Q 
II 

s 



p 
Q 

R 

S 



^, ^ 



} 



T 


4- 


3.5 
ccf^ 




■ 


6 
cf5 


+ 


3.5 
ci tl 






I 
/4 


-4-" 


cct^ ' 


3.i 
c4" 


»7 


lO 

cf5 


H- 


3 5. 7 
"ci f 7' 







5, ^ 



- 9 



X 



3.3.5 



I 

9 

1 • 5. d. d • 3. 5. 7- 

r^ "^ ccf7 «■ 7479* 

10 j 3.5. 7 

ct^ • cO"»' 

f ^^ 3.5. 7 1 3. 5. 7. g- 

fT "T^ ^777 "» "c4/9 



v5 



4-3. 5 7 
c»f8 



+ 3. 5^ 7 9 
"c^ /io" 



i ~ 2 , fzi: 5 a.5 
Pz=^»4-,^, Q: 



R 



P 
O 
R 

S 



P 

Q 

R 

S 



t^, S 



e *• 



3, /— 7 p/ 



4 , < n: 9 a5* 






p- 

Q:= 


' c c 
_ 6 f f _,3 i 
c ' c3 


Rz 


-t^~^llt 


Sr 


-^tt 

c 



-*ft 



3.3.5^3 _^ 



/4 _|_ 3.3.5 ,3 , 3. .■5. 7 



11 t^ _|_ l±.y t 
c ' ci 

t^ _^_ 3j5 ^2 

3.5. 



c4. 



c c 
c ' cl 






5, < 



f 



c 



I 
u 



11 :r 



3-5. 7 ^3 _|_ 3.5. 7 .9/^ 

cc c4 

4-3.5. 7 2 3.5 7 9 






c5 



f 5 _^ Li^ ^3 , 35_7 
cc ' c4 



c 



3»^ 7 /2 
c3 ^' 
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— 11 

f v • 5 . i\. 06.7 3 5 . 7. 9 



Jv 



1 i 2 3^7 5 . ."> . 5 . 7. 9 i 3. 5. 7. 9. 11 



C5 j;^ _, ^l^'_7'^ _i_ 2i^«7- 9:_li 

*• cf "^ "c" /.' • cSt'1 



I 



t=r:6, ^r=I3.r'' 

I cc i c4 ' ' c^ 

Q — ?-i f 5 _|_ 1j5 ^ ^3 ^_ •!i*1.7-...9lL» t 

' C C ' C* 

c ' c* » |c* 

S c h 1 i n. 2. 

960. Dum hae forraulae diligcntius consideranlur, nova sc 
prodit rclatio inter valores litterarum P, Q, R> S, quae in hoc con- 
sistit, ut perpetuo sit PR — QSznf^S cujus veritas primo quidem 
pcr indnclionem deprchenditur, tnin vcro etiara per rclationes suprf 
daias deiriOnstrari potest. Si enim valores 

RmP-^^; et S — Q-^l 

cdt ^ cdt 

in acquriLionibus 

c)l'-t-6'K=Z- y- et dQ -.f-c)Sni - -— 
sn]>stitTianiur, oriuntnr hae duae aequauones 

., ;;t> dr)() f Pdt a/ap 

j c- 1 — w — " " \ et 

,, >, M <^ :i» ^' ? / Q a f 1 i (^ P 

J .') y ) — ■ ^ — — . , . , 

-- -- c^r — t ct 
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quarura illa per P, haec vero per — Q multiplicata junctim dant 

2Pap — 2QaQ-f- Qd^^-^ddQ _ »^r ^p p _ Q Q) 



Foaatur 

PP_QQ::^M et ^i^J^-i5 =: N , erit 

aMH-9N~'4-'(M + N), seu ^^^^/ — ?4^' 
hincqne integrando M -+- N m C <* '. At est 

M + N=:P(P-ffp-Q(Q-fjJ)=PR~QS; 

eTidens autem est pro constante C unitatem accipi debcre. 

Problema .121. 

961. Denotante i numeram integnim sive positivum sive ne- 
gativum quemcunque, invenire integrale completum hujus aequationl»' 

— 4i 
d u-{- uud X -^b b x^*'^^ d oc zizO. 

S o 1 u t io. 

Foslto u rz: — ^ , haec aequatio transformatur in istam 

ddy-^bbx^^-^^ydx^zno, 
sumto elemento dx constante, cujus integrale supra est assignatum. 

Scilicet posito t=Z(2i-{- 1) a;^-+" * , invenimus (953, 954) 

«^CQ'Ji^=m^f- , ^''-'':'-gy- ia±fli.-^-etc>i...(^-t-0 
--C(iiii^<'- _ffl=Mi±i)«.-3 +etc.)co..(6<+0. 

cujus loco brevitatis gratia scribamus 

j/ = C P sin. (6 < -+- <p -<- C Q cos. (6 « -h ^. 

23 
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Hinc ob 



*i »t 



erit 

a y _ C(3P — 6Q30sin.(6fH-4:)-f-C(aQ+frP^^)gos.(6<-y-i^> 

dx " 

Bnde crnn sit u :^ -^ , erit 

(ap — fiQaosin.^ft^-f-^f^H-^aQ^-APaocos.^ftfH-^) 

u — : r- . 

*t 

«"■*■' a< [Psin. (6f H-<J)-f-Qcos. (6<-f-^l 
Ponamus 

nt sit 

1 Il^ R cos. (bt-^^) — S sin. (bt-f-^} 

* " "~P sin. (6 i + <P -^ Q co». (^ < -H 4") ' 

erit 

Tz: 

SiO 3.4.04/-» 9,4. D<0. lU^^ 

R - /» < »— i)( i— w— a 1 »• («—' )(»—4)<K— 9)(«-4) yi—/ 

a.4.A6 * r" a.4.6.864 * — ^^'^- 
« _i(i-0/i-i i(ii-T)fii-4)(i-5> ,i_3 . Hii-,yii-/^ ii^ 9\n- ,6Xi-5 ) «r 
^-~ir' a.4.66» * "^ ».4.6.8.10 65 ^'^--etc. 

atqtK ob angidum ^ introductunt hoc integrak crit compretum.' 

Corollarium f. 

962. Quaternarum ergo Gtterarum P, Q, R, S valores ita 
* se inTicem pendent, ut sit primo 



rit 

1-/« >(i?-'K i-»-2)^_a . 'i(ii— iXi^ 4X ii— gy*-K> yi— 4 

> -iliti) f»-i_ i(ii-i)^ii-4Vi4-3) .j-s i(ii-i)(«-4Xii-8^(ii-i«)(i+A> ,i_4 
'— »6 a.4. 663 *• ■*■ a.4. 6. 8"io*5 * 



ctc^ 



tnm vero etiam patet fore 



MiKdt . -K ^ , ^^ «isaf 



aPHrc)R:=^^'ct dQ-hdS 




c A p u T vn. 



179 



C o rfo 1 1 a r i u m 2. 

» 

96 3. Deinde etiam coHigitur fore PR-f-QSm/** quae ac- 
qualitas ex pia^cedentis probleraatis formulis deducitur, sumto cci: 
— bb, ubi Q ct S abeunt in Q/ — i et S/ — 1. 



Corollarium 3. 

96 4. Hic casus a praecedente etiam hoc diffcrt, quod hic 
nulla dentur integraKa particularia algebraica. Quicunque enira ra^ 
lor angulo constanti i^ tribuatur , integrale scrapcr sinum et cosinum 
cujusdam anguli involvii. 

S ch o 1 i o n 1. 

d65. Cum igitur aequationis 

— 4i 
du-^uudx-^bb a:^*"^~ ' d x zn' 



integrale completum, posito ^zz: (2 i -4- 1) o;^'"^', sit 



9« 



Ix^^-^^ 



u 



R cos. (bt-^ {^) — S sin. ( J « -f- ^) 
P sin. (Jbt 



^) H- Q cos. (6 « H- ^) ' 

pro singulis valoribus numeri i quantitas t cum litteris P, Q, R,' 
S ita se habebit : Primo si i zn 0, crit Piizl, QinO, R— 1 



ct S zz , itera / zr x , ita ut integrale sit \uz=i l^r^—^X ; ^eli- 



quos casus sequens tabella exhibet: 



s/ii.i6x4-f) 



• 

Pr 


_ I 


i,t- 

Q = 


— ... I 

zo 


Rr 


— I 

— F» 


s = 


-* I 

-^htt 



p 

R 



i, t 

t, Q 
i, S 



L 

Sa:» 



I 

2 



•• 
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2, t 



■ 

X 



p 

R 



4i. Q 



I 
I 

1* 



I 



hbH 



bn 



3, t 



X 



t 

5 



P 

R 
S 



P 

Q 
s 



I 1 i.a 

73 "»" 6 Af 5 


3 


^ 


6/4 




1 


. 3-« 


n ' 


■+-W7? 


6 


3.5 


*f* 


■+"63/6 



4, < 



o: 



f 



f 

6f5 
I 

75 

lO 



5 5 

5.5 

53 f7 

5.5.5 

56f<5 

5. 5. 7 

T3f7 



3. 5. 7 



5, i 



- 9 



ar 



J 



I 

lO 

I 

tT 

>5 



P — i, -4- gx 

s = 



3* 3« 5 I 3. ^. 7 
Wl 7 ~l~ T4 /9 
3.5. 7 
6» t» 
3.5.7 I 3. 5. y. 9 
JWT"»" 64f9 
4..3;5 7 I 3. 5 . • }• 9 



J«t8 




65 1«' 



2, < 



.^ 



R 









3, < 



x^ 



P 

Q 

R 



6 '' 



3.5 . 
» 

i.S . 
bh * 



I" 



4 , i = 9 a' 



.j 



P 

Q 

R 

S 



3.3.5 

66 



S.^.^ 



h * 



^ ^hh^ 

h ^ ^ h^ 






3.5 



5, t 



P 

Q 

R 

S' 



ji5 .4 
6 * 



J. 

11 a;" 



3«^-7 t^ -4> 3-^7 9 f 
6.6 ^ 64 
<f."3-5. 7 -2 , 3.5. 7 - 9 
fc» * "1 5jr~ 



3.3.5 






66 
3.' 5. 7 ,% 
63 ^ 



3.5.7 
64 
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— 11 
6, tzn- 



X 



II 



p — - i 1 ^«^'7 I 3« 6» 7' 9 

Q__^ iS I 4" 3« 5« 7 3.5. 7*9 
^l7 " ' 



5.5. 7. 9« II 



T>- _x \ 2.3. 5. 7 I 5. 3. 5. 7* 9 I 3» 5. 7* 9« 
C ^' _, 4- ^'7* 9 t 3*^«7' 9* " 



im:6, ^n:13a?'5 



3. 5. 7# 9* II 



P —^ /^ I ft. 3. 5» 7 -4 I 5» 3 S« 7. 9 x2 ^ I •^» ^* 7' 
g«#5 I 4^' 7' 9 ^3 I 3.5.7, 9.11^ 



•^ ^ "**"Fr^ "* 6~* 

Scholion 2. 

966. Forma integralis inventa modum auppeditat, aequatio* 
nem propositani 

—4» 



in speciem simpliciorem transformandi. Primo enim ponatur 



ft « — 9 i 



x'*"*"'u— t;, seu un:a?*'"*"' v, 

ac procfibit 

— g» — 4/— 1 —4» 

^kx^^^^d X zno^ seu 
^^ — .-Ai-.:^H-a7>«-*-ivi;a«4-Aa?"-<-*aa:=:o. 
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Tonatur porro < nz (2 £ -+- O :r^''^S erit 



2i 



unde fit 



Sit insuper t; zz: y- -4- s , ut prodeat 

idt , -V 2iidt 2izdt , J«3f ^ 9#«3f - -^;^x « 4*;:^* A 

— — -f-^z p^ h-^H-— j-'H-zsdt-4-Adt — 

seu 

9 z 4- ssa f y- '^,^^ -f- Aa ^ =: , 

quae crgo quolies i cst numerus integer, cst integrabllis. Simili 
modo haec aequatio 

du^uu^x 4-Aa:^^a:~0 
generalius ita transformari potest : posito u znx^ v et v zizz — 
lAaT"^""', obtinetur 

3s^a;^zz3a:-+-|X(X^2)a?-"^-*3a:-+'.Aa:^'-~^3a:rz:0, 
quae porro posito x^dxz:dt^ seu ^^^''"'ziCXH- 1)^, abit in 

quae acquatio est integrabilis , quoties nzz:^—^, unde numerum X 

pro lubitu assumendo, innumerabiles formae exhiberi possunt. Si 
capiatur \zzz — 1, fit tzzzlx et 

dz^zzdt — i3<+Ac(^+«Va<z=: 0. 



CAPUT vm. 

ALIARUM AEQUATIONUM PIFFERENTIO - DIFF^ERENTIALIUM 

RESOLUTIONE PER SERIES INFINITAS. 

t 

Fr blema 122. 



967. 

Foimam generalem aeqnalionum difrerentio-difrerentialitim , qnas conK 

mode per series resolvere liceti^ exhlbere) earumque integralia inve- 
stigare» 

S o I u t i o. 

Fi*imo alias aequationes commode per seriea resolvere non Ir« 
cet, nisi in quibus altera variabilis y cum suis differentialibus '^tf 
et ddy nusquam ptus una dhnensione obtinet; quoniam pro y se« 
xiem infinitam substituendo in calculos nimis molestos incldercmusj 
si usquam plures dimensiones ingrederentur. Huju&modi ergo aequa* 
tiones in hac forma 



continentur. Tum vero ut seriei pro y assumtae quilibet termlnus 
per solum praecedentem determinetur, qui est casus resolutionis ma- 
xime notabilis, duplicis tantum generis terminos ratione alterius va* 
riabilis x inesse oportet j siquidem ad dimensiones , quas ipsa x cum 
suo differentiali ^x constituit, respiciamus. Unde primo quidem, • 
rejecto termino Xda:^, aequationes^ hoc modo resolubiles in hac for- 
ina continentur 
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.r ar (a -^ 6 a *) 5 3 y + a? (c -f- c a?") 3 a: 3 y -I- (/-|- ^f a:*) j/ 3 3:' :zr . 
Pro cujus resolutione fingamus 

et facta substitutione , sequens serierum summa ad nihilum redigi 
debet 

X(X-f )Aaa?^'+(X-»-nXX-+-n-l)B<jar''+'»-+-(X-h2n)(X-»-2n-l)Caa;^+«" -f- ctc. 

-t-X(X— 1)A6 H.(X-4-n)(X-»-n-l)B6 

-hXAc _f.(X-f-n)Bc H-(X-f-2n)Cc 

-+-XAe H.(X-f-/i)Be' 

-f-A/ H-B/ ^C/ 

-J-A^ 4-B^. 

Hic ergb prlino expbnbhs X ita acclpi debct, ut stt 
X (X — 1) a -h X c -1-/=: , 
lum vero pro reliquis fieri oportet 

[(X -4- ») (X H- n— i)a-j-(X4-n)e4-/l Br:::— p^(X— I )ft-f^X«-h^] A , 
I(X-f-2n)(X-f-2n— l)a-f.(X^-2n)c-h/lC— : 

— [(X^-n)(X-4-n— l)64-(X-H0c-+-9] B, 
[(X-+-3n)(X*l-'3n— l)a-^(XH-3n)c-h/l D = 

— [(X-f-2n)(X-l-an— l)H-(XH-2n)« -h^) C 
ctc. 

I 
i 

Cum igitur sit 

X(X— l)a+Xc-f-/=:0, 
si ponamus brevitatis causa 

f 

(X(X— l)6-f-XcH-5rz=;i, 
erit 
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[2n(2nH-2X— l)a-f- 2/ic]Ci=: — [ /i^ /i-l- 2 X— l)6-4-726+/i]B 

[3/2(3w4-2X — l)a-f-.3/ic]D — — [272(2/i-f.2X-l)6-4-2/2e-h/i)C. 

ete. 

Quia crgo nisi a— 0, pro X gemini inveniuntur valorcs, scillcet 

^ g — c -j^ • r^g — c^^ ■— 4 g/] 

A 5 

binae «cries- pro y inveniuntur, quae utcunquc combinatae integralc 
comi^krUim acquationis propositae praebent. 

A 1 i t e r 
Pix)p<)sita aequatione hac 

series quoque ordine retrogrado fingi potest 

unde oritur ad nihilura reduccndutn 

-+X(X-l)AZ'.r^t"-+-(X-«)(X-n-l)B6x*--i-(X-2/i)(X-2/f-l)C6.t^-''-hetc 

-f-X(X— <)Aa ' _f(x_w)(X-;i-l)Ba 

-+ XAtf -+ (X — «)Be -♦-(X-2;j)C«- 

-+-XAc H (X-/OBc 

H-Agr -+ B^ -+ C<7 

-^A/ -+-B/' 

Hic ergo cxponcntem X ita accipi oporict, ut fiat 
X(X— i)6-f-Xe-f-^ — 0. 

Tum rero si ponamus 

X (X — 1) a -H X e 4-/= K 

detcrminatio cocnicientium ita se habebit 
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n[( n— 2X-f-0,6-~elB= — h A, 
2 n[(2 rt— 2 X-|-06—«]Cn: — [ n{n — 2X-f-l>— 7.<:-Mj]B, 

3n[(3n— iX-f-0* — e]D=^~[2n(2n — 2\-\-i)a—2nc-ih]C, 

etc. 

CoroIIarlum {. 

968. Ex priorc solutlone, si i denOtet numerum integrum 
positivum, series assumta alicubi abrump&tur, si fucrit 

tn(tn-f-2X — l;6-f-tne-f-J^zr:0, vel 

(X -J- i n) (X -h t n ~ l) b ^ (k -^ in) e -\^ g — o ^ 

hoc cst 

XX b -h X (2 i n — i) b -i- i n n — 1) i> _ ^ 

CoroIIarium 2. 

969. Aequatio ergo nostra integrationem admittit, si litterae 
y et gr ita fuerint comparatae, ut sit 

/— — X (X — t) a — Xc et 

g =Z — (K -\- i n)<K -i- i n — i) b -^ (K -\- i n) e. 

Vel sumtis duobus nuraeris fji ct j/, ut sit j/ — ^ divisibilc per cx- 
poncntem n, si fuerit 

fzm — ^ (jA. — 1) a — fjLc et gr ~ — v) v — 1)6 — . y ^. 

Corollarium. 3. 
9 70. Cum hinc sit 

M- — Ta ^^ J^ — ; TT' "^ 

aequatlo habebit integralc algebraicum, si fuerit y — [jl zz: i ??, de- 
notante i numerum integrum positivum: hoc est si sit 

*^ — aa fl6 -^ 26 '*' • 2a 
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Corollarium 4. 

9 71.*' Pro serie autem inycnienda si eveniat, ut cxponens K 
fiat iraaginarius, notari convenit csse 

^«^p/— i-~^.«^gP/-.iJ* — ^a(cos,(3/a7 4-/-- l.sin.p/o:), • 

unde binae scries ita combinari poterunt, ,ut integrale consequatur 
formara realem. 

S c h o I i o n. 

9 72. Utraque solutio' generatim spectata duplicem' seriem pro 
vaviabili y suppeditat, pro gemino exponentis X valore, quarura 
combinatio integrale corapletum exhibet. Solutio scilicet prior pro 
cxponente X hos duos praebet valores 



a a 



solutlo vero posterior 



A T ^ 9 

a6 



/ 



ita ut hoc modo integrale completum duplici modo exprimi possit; 
quae binae formae etiamsi maxime diversae, atque adeo interdum 
altera per exponentes imaginarios progrediatur, dum altera habet 
realcs, tamcn sibi aequipollentes esse debent. Quin etiam evenire 
potest, ut ?iltera solutio vel ptiam utraque ad integrale completum 
cxhibcndum sit inepta, dum unicam seriem suppedltet. Incommo- 
dura hoc pro utraque solutione duplici modo accidere potest, pro 
priori nempe solutione, ubi exponentem X cx hac aequatione 

X (X — 1) a -f- X c -f./m , 

definiri oportet, nmicus inde pro X eruitur valor, si fuerit vel a— 0, 
vel 4a/z:z(a — r)^, priori casu tantum fit X zn — — , altero. ip- 
sius X valore quasi in infinitum abeuntc. Posteriori casu vero am- 
bo ipsius X valorcs fiunt inler se aequales, scilicet X n::,^-^ Idcm 
incomm<iMum in altcra solutione locum habct, si fuerit vel 6 ~ 0, 



♦♦ 
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vcl 4 b g ^zz (b — ' e)^ : undc patet fieri possc, ut altcra solutio hu- 
jusmodi incommodo laboret, dum altera eo careat, quin etiam uc 
utraquc codem inquineiur. Quocirca ostendi conveniet, quemadmo- 
dum etiam his casibus intcgralc complctum investigari debeat; quor* 
sum ctiam casum referamus, quo ambo ipsius X valores fiunt ima* 
ginarii, quandoquidem a'd imaginariam specicm toUendam singulari 
artificio cst opus. Denique vero etiam binac scrics pro y cxhiben- 
dac difficultate premuntur, quotics bini valores ipsius X difFcrentiam 
habent per exponentem n divisibilem, quorum casuum evoJutio etiam 
cxplicari mcretur. 

Pro blcm a t23. 

9 75. Propostta acquationc difFcrentio-diflrercntiaK 

81 eveniat, ut binac scries ascendentes pro y assumtac vd in unam 
coalescant, vel altera fiat impossibilis, integraie compietufiii per se« 
ries exprimercc 

& 1 u t i Ow^ 

Assmnta scrjc 

y^zAx^^Bx^^-^^-i-C x'^'*' ^ "» 4- D x'^'^^'' ^ ctc. 

4ii cveniat ut bini valores ipsius X ex aequatione 

X (X — 1) a -+- X c -^fziz 

vel fiant aequalcs, vel diflferentiam per n divisibilem obtuicant, va* 
lor ipsius y pi-aetcr potestates ipsius x etiam logarlthmum ipsius x 
involvet. Quare pro aequationis resolutione statim ponamus y~zu^ 
•+- 1^ / A o? , ut sit y zziu -^ V l X -|- a v , denotaatc a quamtitatem 
^dnstantem quamcunquc. Hinc erit 

3y r^^U-f-^^-^-hd vlkx. 



^dy=:ddu ^ »-^ - ^^ ^d^v tkx. 



>.' 




2 /— P. 
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«[uibus valorlbus substitutis, aequatio nostra hanc induet forjnAQO 

-f- a: (c -*- e x^) d^du-^ (c-i-e x^) vdx^ 

-*- ( /V g x^)u d X 
-h [xx (a-+ bx^) ddv-^x (€•-+■ e x^) dxdv-i- (f-^ gx^)vdx^] Ikx 

ubi partem postremam logarithmo affectam seorsim nihilo aequari 
opurtct» Quare posito 

V zzzkx^-^ B a?^ + * -H C x^-^^^ -+- D a:^^-^ '^ -^- etc. 

exponenti X ex aequatione 

X (X — i)a^\e^f— 0, 

is valor tribuatur, qui nuUi' incommodo est obnoxlus; eritque pro 
reliquis coefBcientibus, 

ponendo X (X — t) 6 -h X ^ -f- g zn n 7i, 
Ut scqViitur 

[( yr-f-2X — t)a^r]B-f-7iA:r:0\ 

3[(2/i^2X— l)a^-c]C-h [( 7I-+.2X — l)6+^]B-f TiBiiO, 

3[(3n-4-2X — l)a4-c]D-+-2[(2Ai+2X — 1)6 -4-6]C-f- TiCzO^ 

4[(4rz4.2X-- l)a-f-c]E + 3[(3 7i-{-2X— l)64-e?]D-^7zDz:0, 

etc. 

His co6'flicientibus ita definitis , quorum primus A arhitr»> nostro 
relinquitur, ponamus 

li — AH-.2la:^-h^a7^"*^*-4-€^^'+'''* -f - © .r^ "^ ^ '^ + etc. 

qui valor si in priori acquatione cum serie pro v it.venta substitua* 
tur, sequentes series ad nihilum reduci oportv?t 
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1 


xx^a-^x^ 


')f:t»-^H^ l^Stoar^^-H^X-^-nXXnn 


■ l)^aa;^+«+(X +-2n)(X + 2n-l)(ra 


^x^c-hex 


n\^ 

Jdx 


-4-X(X- 1)5(6 




^(X-f-«)(X-j-n— 0®* 




+X9(c 


-4-(X-i n).53c 




-f-(X -f-2 n)Cc 


4-(/+gr^^)A 


-}-X2(^ 


\ 


H-(X-hn)33« 




-f-9(/ 


-h^/ 




-1-^/ 


s- 


1 
• 


-4-?(f7 




-f-?8flr 




r\-2\ka 


+2(X-4-n)Ba 




-f- 2 (X-l-2n)Ca 


• 


« 


-t-2XA6 




►f-2(X-f-n)B6 


• 


-i-A(c— a) 


-f-B(c - a) 




-f-C(c— a) 


r 




-i-A(.-6) 




' -f,B(c-6) 



Cum autem $it 

■I 

X (X — 1) a -h X <? -+-/= et X (X — 1) 6 -f- X « -^^z:w/i, 

cxpressio haec transmutabitur in hanc formam 

jca: (a4-6a;'')~ -^x(c~\-e a«3 |^ -h (/-f- ^ a;'») A .' 
£(2X— l )a-i-clAx V[<2 n -»-2 X— i )a -hclBaj^+^-^-^C^n-i-^ X— l )a-KlCa;^-+^*-J 

H-[(2X— l)6+clA -+[(2n-i-2X— l)6-HclB 

H-nt(n-(-2X— l)a-fvc]S8 " H-2n[(2n-^-2X — l)a-i-cl^ 

-+-n[(n-f- 2 X— 1 )6-<-c].^ 

ubi A denotat quosdam terminos seriel 

9( o:^ 4- S3 a:^'^'' -4- ctc. 
praeraittendes , ita ut .>rdine retrogrado sit 

Quod principium quomodo quovis casu sit constitu^ndum, sequentia 
Sttflt observanda. 
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I. Principiuai hoc locum habere ilcqQitt nisi fuerit 

(k — in) (K — in — 1) a -4~ (>i ~ i n) c -\-fziL , ' 

eum igitur sit ' 

X (X— l)a-f Xc-|-/i=:0, 

indc crit 

A — in-f —^ ;> 

hinc Ycro 

^ ;. a— .c-f-'/rfa — c)»-/^a/l 

A - — "" f 

a a 

/ 

quandoquidem. hi duo valores conveilirc nequeunt, nisi ibi signum 
radicalc negative, hic vero positive accipiatur. Aequatis autcm his 
valoribus fit 

in—\ /[(a — cf — X af\, seu 
iinna aziz{a — c)^ — 4 af^ hincque 

f~^ — - — limna^ 
unde fit 

Quare si aequatio proposlta ita fuerlt comparata^ ut slt 

i n a — y' [(a — c)^ — 4 a/}, 
tum sumto 

ac pro V sumta serie 

alteram serlem u ita constitui conrcnit 



fa^ 



CAPUT VIIL 



Hic est castns, quo bini valores ipslus X ex aequatione 

X (X — 1) a -H X c +/=: , 

difTerentiam habent per n divisibilem, ubi notandum, seriem v a 
majore valore ipsius X, seriem vero u a minore inchoari debere 

II. Principium A omitti nequit, nisi fuerit 
(2X — l)a4-c— 0, 

quo casu fit Xzzi^^-^: atque hic est casus^ quo aequationis 

X (X — 1) a + X <? +/= 



4« ' 



Conti- 



Binae radices fiunt intcr se aequales, ideoque /n 

netur crgo hic casus in praecedente, sumendo ibi £ ~ 0. Quarc 
hoc modo resolventur casus, quibus bini valores ipsius X vel sunt 
inter se aequales, vel diflferentiam habcnt per exponentem n divi* 
sibilem. Sicque reperitur integrale completum per duas series ascen- 
dentes v et u expressum, quarum illa v per Ix multiplicatur. 



CoroUarium 1. 



974. Quando ergo in aequatione proposita coeflficientes a, c 
ct / ita sunt comparati , ut aequationis 

X (X — 1) a -4- X c -*-/= 

radices sint Xzz:|ul et Xn:|UL — in, denotante i numerum inte- 
grum positivum, integrale cbmpletum bujusmodi habebit formam 
yzizu-^OLV-^vlx. 



Corollarium 2, 



aibus 



9 75. Hic autem binae quantitattfs v ti u tx hls aequatio* 
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I. xx((t-{-bx^)ddv-i~x(c-\-ex^')dxdv-\-(_f-{-gx^')vd.v- — , 
11. xx^a-i-bx^^^ddu-i-x^c-hex^^dxdu -i-(f-+-gx^)iidx^)\ 

-^-^x^a-^-bx^^^dxdv — (a-f-J.T^^yDx^^ -0, 

.-^(c-\-ex'')vdx'') 

ita detenninar! potefjint, ut ponatur 

vrr:Aa:'* 4- B x" -*- " ' 4- C a?" "♦" * « -f-Da^-*-»« +etc. 

Uas scilicet series substituendo omues coefficlentes ex uno definire 
licebit. 

S c h o 1 i n. 

9 76. Logarithmo ergo ipsius x in subsidlum rocato, his ca* 
sibus, quos commemoravimus , integrale completum aequationis pro« 
positae per series ascendentes exhiberi potest, dum sine hoc artifi* 
ciq integrale tantum particulare invenitur. Quando enim aequatio 
X(X — l)a-|-X c-f-y— duas radices habet, quarum differen- 
tia per exponentem n est divisibiles, puta X zz |x et X ~ jui — i n, 
priore methodo sola series, quae incipit a potestate a:^, determina- 
ri potest; si enim altera a potestate a?'*'^** incipiens pro y assu«^ 
meretur, coefiieiens cujusdam termini reperiretur infinitus, unde ac* 
quentes omnes forent quoque infiniti, quod incommodum introducen* 
do logarithmus ipsius x feliciter tollitur. Hunc igitur ufium istius 
resolutionis aliquot exemplis illustrasse juvabit. 

Exemplum 1. 

977. Aequationis differentio - differentialis 
i; 5 3 y ^- 3 ar 3 y -f- gr a;"— * y 3 a:* zr 
integrale completum per series ascendentes exhibere. 

Hanc aequationcm ad nostram fonnam reducendo faabeblsuu 

2i 
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nbi crgo cstazi:i, 6rz0, cnzl, « — ct y*ni O^ Hine 
Xc^— l)-4-Xzz:0y seu X X zz: , ita ut bini valores ipsius X 
iint aequales ct zn 0. Quarc posito yznu-f-av-f-u/a:, rcsol» 
iri oportct has aequationes 

I. X xdd V'+' xd xd v^^ffx^vd x^zzzO ct" 
IL X X d d u -+ X d X d u '^ g x^ u d x^ 

Statuamus crgO' 

rzziA -l-Bar^+Caj^^-l-D A:^*-f-ctc. ct 

u zz: St 4-S5a:*+ Co?** + S)^^* -f- etc; 

ae prior aequatfo praebet 

n(n— . 1) Ba:*-4- 2n(2 n— 1) Ca;**-^)5n (3 ir— l)Da:*^^etc. 

nB ^2nC H-3nD i-ZZia. 



I 



-4-Agr -t-Bflf -i-Cff 

nnde £t 

B==/^, C==^, D==^, E==^, etcr. 
Tumi Tcro^ altera aequado dat 

n n S8:r* -f- 4 n nCa?^^-4-9 nn©:j^*-f^ctc. 

4-2nB-4-4nC -f:-6nl> 

Imde colligrtur 

"^ nni n^^ 4nn a n^ "^ gnn 3n>^^*^- 

Hie autem* tuto> assumere licet ^z=0, quoniam termini cx $C orl^ 
undi,. continentur in membro av. Cum igitur sit 

cf& tlt aeqiaitur 
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* "^ n3 » ^ i^nJ •.i.inJ a.i.AnJ 

gs^ «Ag» . 



4^^ s.i.4n5 d.i.4fi5 



a. 1.4-Da^ * 3. 1.4*9^* ^•5.i»4"9^^ 

— aaAf4 2Ar4 — 100 A #4 

4.5. i*4-9> k^a9 4. 1.4* 9* 16 n9 ~" a. 3.4. 1.4* 9*ft6ft9 

Cfe 100 Ag^ ^ aAgS ^ 548 A gS 

V — • a.3.4'- 4-9«i6. a6n»' "^5. 1.4.9. 16. 26 n** ~" a.3.4-6. i.4«9'*^-*6n 

:sicque obtinentur ^equentes valores 

m iAj ^ — <Ag« ^ ^«Ag3 g: — looAg» 

^ .Ji3 » ^ j.8^' ^ i.a.ayn'» ^^ 1.8.27.64^9' 

Ct 648 Agy ^ — 35a8Ag^ ^j 

^ 1.8. 27.64. 1:25 n"> ^. j.8.a7.64.i26.aj6n*'* 

•ubi riumeratores 2, 6, 22, 100, 648, 3528, ^tc. VinguU ita per 
Vinos praecedentes definiuntur 

6=13. 2 — i. 0, 22 — 6. 6 — 4. 2, lOOmT^ 22—9. 6., 

£4&z=9. iOO — i6.22^ 3528 — 1 1. 5 48 — 55. iOO ^ta 

Conscquenter integrale Ita expriraetur 

u — iAl ^n _ 6A«' ,.an • «» A gl_ ^3 n__ ">oAg» a4»_i_etc. 
^ nn j.4n4 1. 4. gn*» 1.4.9.1011«» 



,j_a _i. fLia;n_j_ ««L a;tii iil. -c3n_, ^^«a^» — «tc 



nn*^ ^^i.4n* 1.4. g.n^*^ ^1.4.9.16^8 

ubi A et d sunt blnae constantes arbitrariae. 

JExemplum 2^ 
978. Aequalionis jdifferentio ^ djfferentialis 

inlegrale completum per series .ascendentes .assignare. 



Ad formam nostram reducta tcst 

X X ii — XX) d9 y — a:(i^a:a?) d x d y-h^txydx^zi^i^ 
ita ut sit nrz 2 , i^zzzi^ bziz — i , c — — i , e zii — 1, /- 
et gzizi^ unde aequaiionis X(X — i) — XznO radiced sint X:=0 
ct X ~ 2 , quarum differentia per n in 2 dlTisa dat 1 • 
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FosUo ergo yz:zu -}- av-^v Ix, statui debet 

V — A a?^ -f- B a;* 4- C a?^ -f- D a* -i- etc. et 

^uae series ex sequentibus aequationibus determinari debent 
I. X X ii — X xyd d V -^ X (i-hxx) dxdv-^xxv^x* 
II. XX (,i — X x)dd u -^ x(,i~i-xx)d xdu 

2 X (i — X x)d 



xdv—- 2vdx'} 



Hinc pro prioris dcterminatxone fit 

2 A x'^ -\- i2 B x^ -\- 30 Q x^ -\- 66 D x^ -^ etc. 
— 2A — 12B — 80C 



2 A 



4B 

2 A 

A 



6 C 

4B 

B 



8D 

6C 

C 



ideoque 

2.4B 



•eu 



1.3A, 4.6C=r3.5B, 6.8Dz=6.7C, ctc. 



1*3 1 ^^^«,i»3.S.5 1 j^_^ 1. 3. 3- 5. 5. ^ * Af/.* 
S.4 ' ». 4>4-ft ^ a.4-4-"-^^ 



£x altera vcro aequatione reperitxir 

2S3.r" -H 12 Sa:* + 30 JDo;^ 

— 283 - 



3IQ 

-1-4 A 
— 2A 





4(E 

8B 
4A 
2B 



12 € 
6© 
4S 

12 C 
8 B 
2C 



66 ga?« 

30© 
8^ 
6© 

16 D 

12 C 

2D 



etc. 



0, 



0. 



0, 



«ndo flerl opovtet 
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S(-|-2Ai:zo, 2. 4€— l.3©-f-6B — 4A=:0, 

4. 6S)--3. 5€-M0C — 8B=:G, 

6. 8 QS — 5. 7 © -+- 14 D — 12 C = 0, etc. 



seu cutn sit 

B-,^A, C = '-|B, D = ^:JC, etc. 

erit 5C — — 2 A, tum vcro 

2. 4€-1.3»-:-^^Aiz:0,€~l^J<8-f-^,A, 

,4. 6S— 3. 5(E-P-;B:=0, JD=z^;^€ -f-;^:^B, 



6. 8€-5.7S)-^Czi:0,€=r|-;S)4.±-f,C, 
8. 10 S - 7. 9 @ - |ifM)-a, ^-^Z:f^€ + ^,D. 

Dum ergo capiatur S( — — 2 A, Httcra fQ pro lubltu accipi po- 
test; nihilque impedit, quo minus nihilo aequalis statuatur, siquidem 
coDStans a supra est inducta^^ 

Exemplum 3r 

9 79» Aequationis differentio - differendalis 
xxi 1 '\-bxx)ddy-{^x{ — B-^-exx^dxdy-^-i 5 -+-gxx)ydx^ziiO 
integrale completwn per series ascendentes exhibere. 

Quia hic est aznl^ cin — 5 et /zziB , aequatio X(X — 4)— SX 
^SiizO, seu XX — 6X-f-5z:0^ radices habet Xnl et Xno, quarum 
difFerentia 4 per 7^—2 dividi potest. Posito ergo yz:u-4-av-l-vfo7 
statuatur 

i; — A a:5 -f. B o:^ + C a:^ H- D x^^ -I- Ea?*^ -H ctc 
u — 9li» -f-S5^^ + €^^-+-©^^ + cte. et 
aequationes resolvendae erunt 

I. a:a?(l-f-6a?.r)93i;-H a7( — h-^exx^dx^dv-^iS-^gxoc^vbx^^Q et 
II. a?x(l-+-6a?a7)^3u-H a?( — S-^exx^dxdu-^ib-^gxx^udx' 

^x^i-^xx^dxdv '^(^i^bxx)vdx^^ ZIZ 0, 

H-C — b-^exx^vdocr' 
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ubi prioi' ducit ad 



6.4Aa:* 

5.6A 
6A 



7-6Ba;^ 
S.7B 
5B 

6.4 Ab 

5 Ae 

Ag 



9. 8 Cx^ 4- H- 1 Da?" -4-etc. 



5.9C 

6C 
7.6 B6 

7 B<! 



6.HD 
5D 

9. 8 C & 
9 C(j 



]>osterior .rero jA 



4-2.3^*-f-4.S^*-f-6.7©a?^-+-8.9€.r^^tc. 
6 5ta: — &.3f& — 5.5€ —6.7© ^ ^" 

5S3 



5^ 






5.P€ 
5€ H- 5© -f- i£ 
-H2.3S36 H-4.5S6 -[-6.7©6 
S(c + 3©e -f- 5€c -f- 7S)« 

-4-2. 5A -4-2. 7B -h2.9C 
— 6A — 6B -- 6C 

-1-2. 6 A6 -h2.TBb 
— A6 — Bb 
Ae -+• Be 




Inde fit 
12 B-i-A(20 6-*-6 e-hg) 
32 C -»- B (42 & -4- .7 « -h gr) 

60D-i-C(726-»-9 <-t-^) 

■etc 









0, 



2. 6B 
4. 8 C 
6. 10 D 



seu 
A(4..5 b 
BC6.7 b 

C(9. 9 ^-^- 9*-*-^) = 6, 

etc. 



5«-»-5r) — 0, 

Te-t-g)— 0, 



Hinc atttem 
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pS4-<5(2.36-f-3e-f^)-f- 4Az=0, 
2.6©-f-S:(4.66-f-5H-^)-f- 8B-f-A( 9&-f-e)=a, 
i.8S-f-©(6.76-f-7c-l-5')-f-12C-f-B(£36-f-e)=0,. 

etc- 

Ex pnoribus formulis litterae B, C, D, etc. per A determinantur ,. 
ex posteriorum vero secunda fit SB H^ a 5b^3e-+- * ®^ prima autenx 
Stzn-^T—, tum vero S pro rubitir assuini potesty indeque reliqui 
coeiBcicntcs ©, S, §, etcv definiuirtur. 

S h o [ 1 o n^ 

98 0. Exeraplum hoc occasronera nobis suppeditat phaenome^ 
na quaedam singularia observandi. Scilicet etiamsi integrale cora*^ 
pletum in generc Ix involvat, taraen. id a logarithraa liberum pro» 
dit certis casibus. Primo nempe si sit gr— — e^ fit 55—0, manente 
9( indefinito, tura vero ob 35—0' capi oportet AzzO^ Bz^zO^ CzX» 
Ctc- ideoque t;— 0. Porta vera erit 

2. 6S)4-4C(56-f-e)— ,, 

4. 8€+6S)(7i+O=:0r 

6-10 g4-8g(96+O=0 , 

etc 

obi C altera est constans. arbitrariay eritque aequationrg: 

xxi 1 '■^bxx^ddy-^xi — 6-^ea:x)do^dy'+-Cb — exx)ydx^zi:(f ^ 

ihtegrale coraplctum 

j/ n SCo: — *-+-€ o;^ ^ © o?'^ ^ S or» ^ ^ o:" ^ etc. 
quod^ adeo finite expriraitur si ezz — (2i~H5)6|i pro- i sumend^^ 
Bieros 0, 1, 2, 3, 4,^ 6tc«^ 

SeGUXida sl sit 
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2-36+3tf^-gr — 0, seu g zn — 6 6 — 3 «, 

fit S3 = — i 2t (3 /i +^ <5) , tum vero Az:0, BnO, CrO, ctc. crgo 
vzzO. Porro vero reperitur 

hincquc 

yrzStr — JSC (36-He) a?^H-Cr^-HJO^^^(£a?' -t^ ctc. 

ubi ^ ct C arbitrlo nostro rdiquuntur. 
Tcrtio si sit 



4. 56-*-5eH-gfz:0, scu gzz^^ 20 h — 6^, 
primo fit BzO, CnO, lfc:0, ctc, ideoque tcArr^, tum vcro 

©r-9((5 6-He),--23(146-f^2e)-H4A=0, seu ©=:-^— j, hinc- 
quc Az:-|2((5 6-+-0(7 6-f'^), porro 

2. 6S)^A(96-f"e)zz:0, 
4. 8€ -4- 2S)(H 6-+-0=: 0, 

6. 10 ^^^2 €(13 b-^e) — Q. 

ctc* 

Pcr 9( crgo definiuntur coefBcientcs 55, A, ©, (£, §, ctc. ac C 
quoquc arbitrio nostro rclinquitur, undc intcgrale complctum hoc 
casu crit 

quac cxprcssio fit finita quotics (2i-^5)6 + czi:0. 

£ X c m p 1 u m .4. 

981. Si in priori exemplo sU ezn^^lhttgziZiSb^ 
juquQtionis 

xxC l-hbxx)ddt/ — o^CS-h^bxx^dxdy^eCl-^Sbxxyy^^:::::^ 
mtegraU complelum algebraice exhibere. 
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Erit ergo ^z=-4-2$t6, A:=:0, JD=:0, € = 0, ideoque 
v = et M=:5ta:-f-2 5(6a?'-l-€a7*, unde pro 9t et € sumen- 
do constantes quascunque, erit integrale completnm 
y =: §( ar ( 1 -t- 2 6 a? a?) -4- Q^ a?*. 

Integralia ergo partlcularia emnt 

yzz:ctxii -h2bxx), yzzzax^^ y—aLxii-\^bxx)^» 

Corollarium 1. 

982. Posito yme^***, ut sit z=:-^, aequationis hujiii 
differentiaiis primi gradus 

xx{i -f--6a:a:)Ds-f-a?a? (l-f-6^a?)z29a:— a? (6-4-7 6a?x) ii9a? 

-|- 5 (1-4-3 b X x^dxzmO^ 

mtegrale completum est z — ^l,^,^,,J^^^ \^.. 

Corollarium 2. 

983. Aequatio autem differentio - differentiaUs integrabilis red« 
4itur , si dividatur per x x(i -f- b x a?)*, eritque integrale 

quae per x^ divisa integrale praebet 

y — C ^C . T^ 

^ rr -7—T — ^ -f- D seu 

y=: — jCa;(l -^-2 b x x^-^Vx^, 
ut ante. 

S c h I i n. 

984. Deficit autem adhuc integratio completa nostrae aequa- 
tlonis generalis pcr aeries ascendentes, casu quo anzO, ideoque 

X c -^/ziz 9 unde unicus pro exponente X valor definitur X =: -^ 

qui tantum integrale particulare suppeditat, atque hoo etiam tolli- 
tur, si fuerit c ^ 0. Quia autem his casibus a:^ 0, cofe*fficicnt b 

36 
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^•no adsit necesse est, er quo integrale conapletum per series 
dMeendentes exhiberi poterit, cum aequatio X (X — i) b ^ X « + j — ft 
duas semper contineat radices, ex quibus duplex series obtinetur. 
Simile autem hic incommodunx usu venire potest, quando binae 
radices ipsius X vel prodeunt aequales» Yel differentiam habent pcf 
exponentcm n divisibilem. Yerum buic incommodo, seriem per l x 
multiplicatam introducendo , simili methodo medela affertur, qua in 
lioc problemate sumus usi, ac superfluum foret istam erolutionem 
hic repetere. Quodsi autem binae radices ipsius X tam 'pro serie- 
bM ascendentibus quam descendentibHt ^ant imaginariae, Q9|enden« 
dum restat, quomodo integrale completum per aeries infinitaa. cxprimi 
oporteat. 

Froblema i24. 
985. Froposita aequatione differentio - differentiali 

si eveniat ut aequatio 

X(X — 1) a-f-Xc-+./i=0 

radices habeat imaginarias, ejus integrale completum per series 
ascendentes exhibere. 

S o I u 1 1 0» 

Ex supra allatis (9 7l) colligitur hoc casu $tattti debere 

yzizv sin. jx /a: -f- u cos. \x.lx unde fit 
B y zz: (5 t; — ^"^ sin. \lIx ^ (^~ -+- 3 m) cos. jul / a:, fet 

m 

l^ ikcta siibatftutiMie, si tenninos tam sin. ^lx quara cos. ]x.lx 
«ffeclM secHsaim nd nihilnili rcdigaaius^ obtinebmuia duaa aequeiUM 
«aquiitioiiet 
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I. XX (a-i-fra;") d^v +a? (c-t-ea^^ dxdv-i- (/'-t-gx*') vdx* 

— 2jjLaj(<JH- bx^)dxdu—'imJ(a-hbx^')vdx* 

-f- fx. (a-^bx^) u^x'^ 
-— jjL (c-k-ea^') udx^ 

II. a?» (a-f-&«*) 33M-f-a (c-+-*a:") 3x9«-*-. (y-t-gx^) uds^ 

— jx (a-i-bx^) vdx' 
H-jUL (c-*-tfa;*) v9x* 

Jam pro v et u asstinianius has series ascendenites 

r; = A rc^ 4- B a;^-»-» + C a?^ "*"•» -f- D a:^ + »»-♦- ctc. 
u = aa^4-S5a:^^»-H€«'^"+'*"-f-^a?^-*''»-*- etc. 



iisque substitutis, prior aequatio abit in hanc 

X(X— 1 )Aax^-h(\-^n) (Xn-n- i)Baa;^+»-4-(X-t-2n)(X-*.2n- 1 )Caa^+« 

H-X(X-.l)A^ -t-(X-i-n)(XH-n— 1)B6 

-t-XAc -4-(X-j-n)Bc ^-(XH-2n)Cc 

-i-XAe -4-(X-t-n)B« 

-f.A/ H-B/ H-C/ 

H-Aflf -V-B^ 

— 2fjLXS(a — 2fjL(XH-n)!0a — .2 fjL(X 4-2 n)€a 

— 2fjLXS(6 — 2|UL(XH-n)®i 

— ]jLfjL'Aa H-{jL|JLBa — |jLjJLCa 

— >|JL|JLA6 — |JLfJLB6 

•«-jjL^a -t-jxaSa H-jjL€a 

-Hjx5t6 H-JJLi56 

— JJLStc — fJL^Jc — JX€C 

— «jxSt* p— fxl^e 
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Hinc altera aeqnatio facile formafur permutandis Iitteit^ latinla ct 
gcrmanicis atquc insuper aignum numeri |x mutando. 

Utrinque ergo poteatas prima a?^ exigit has aequationea 

A[X(X— l)a-4-Xc-f-/— jULjOia] — |ul9( (2Xa— a-|-r>=iO 
8([X(X— 1)^4^X04-/— t^F^^]-Hp. A (2 Xa-—a-t-c)==0, 
«nJe neccMc eat ut sit 

tam 2Xa — a-f-crz:0 

quam X (X -— 1) a -f- X c 4-/ — p, jji a rr 0« 

Inde fit X r=: I — - ^ 9 qui Talor hic substitutus dat 

4a/ — (a — c)* .j 

It fx a = 4-i-^i i., ideoque 

Unde patet hanc solutionem locum habcre si A a / ^ (a -— c)*, 
quo i|)ao casu praeeedens solutio fiebat imaginaria. Hic auUni 
quantiiates A et $( arbitrio nostro retinquuntur. 

Tcrminus Tero a?^*^" utrlnqtie postulat htrs aequationes 

B [ (X<4>n)(X -f /1— 1 )aH-(X-f-n)c-+-/--jii|(jLa]-f-A[X(X— 1 )ft-i-Xe-<-^— |jljui6J 

— fJi.55[2(X-f-n)a— a+tf]— p.a(2X3— 6-t-<)=rO c« 

i^[(X-«-/i)(X-t-/i - l)a-f-(X-«-w)c-+-/-p.juia]-i-§l[X(X— l)6-<-X«-+-^— jjLfiftl 

-♦-fji.B[2(X-»-«)a— a-+-c]-i-j<.A(2X*— 6-+-0— 0. 
9U brcvitatis gratia 

(X -f-w) (X-f-n— l)a-*-(XHhn)c-4-y*— jjLjianznwazr:* 

X(X— i)6-f-Xe-+-^ — fjLjx*z=:|3 
a(X-f-«)a — a-j-c^^waz^y 
2X& — ^4-er= J» 
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«t babeamns 

m 

Ba-f-A^ — fiiSBY — jxS( 5= ct 
SBa-4-9(p-l-fJLBY-i-.p.A5=o, 

imde colligitur 



At rero ex valoribus assumtis est 

a=:nna, pzni j^^;^ 1 ^ ^^^g^y — 2na,Sz=i——, 

imde ex assumtls A et ^ definiuntur B et ®, hineque porro 

C, €; D, JD etc. 

Exemplum 1.^ 

086« Sit c:iza et fzzi a, ut fidt |X ZH 1 , et hwestifjetur 
integrale hiyus aequationis 

XX (a^-fto?^) li^y-^xia-^ex^^bx^by-^-ia-^-^gx^^ybx^ — 0. 

Hic ergo erit XnzO et jxziil, unde posito 

yznv sin. Ix^u cos. /a?! 

tc pro t; et u sumtis seriebus 

i; =: A -f- B a?* -h C a;^ * H- D a^ * -h etc 

u =: 9(-h ©ir'» -4- e: a?** -+- ©a:^* 4- etc. 

coefBcientes A et $( pro lubitu accipi possunt. £x iis primo, ob 
azzinna^ ^zrzg — 6, yzz:2 na et 5:zre — 6, erit 

"■"" n^ aa^^nnaa 



B — A[n(g~6)+^C^ — ft)]-h«[nC^ — 5) — ^(g~5)] 

»-a(nii-f-4) 



~* >ta(nn<-t-/|^ 
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Pro sequentibus coeiEcientibus habebimus 



C [ 2 n (2 n— 1) a-f.2 na -4-a— a] +B [n (n— 1) b -4-n ^-f-^— 6] 

— S(4na-^-f.a) — ^(2n6 — 6-f-O = 0, seu 
4 nnCa-f-B[(nn — n — l)6-f-ne-j-^] — 4n(CA 

— ©[(2h— l)6 4-^] = 0, ct 
4 nnSa + SB[(nn — n — 1) 6-hne-f-gr]-f.4nCa 

^ B [ (2 h — I) 6 + c ] z= 0, 
}uarum illa per n multiplicata huic addatur, ut prodeat 

An(jin^l) Ca-*-B[(n' — ^1-+-^ — l) 6+ (nn-*-l)«^ny] 

-f-©[— Ciw-l-Dft+sr] — 0, hiii« 

^ ^ 4na(nnH-i) ^ «^ 



^ — g[(n — O(*'»"^0^-^f^^--^0^'+"'*tf — BCCnn-HO^ — g3 



Porro erit 

9nnDa-|-C[(4nn — 2n— l)i-f-2n« + 5r] ^-6 n'©€i 

— € [ (4 n — l) ft 4- ^] = 
9 nn S) a-|-€[ (4nn — 2n-^ 1)6-4-2 ne^g] -f- v6 nD a 

4- C [ (4 n — 1) 6 -4- «] := 0, 

quarum illa per 3 n, haec vero per 2 muldplicata Junctim daht 

3 n(9/in-H4)Da4-C [ (I 2n^— 67in-*-fi7^— 2) b-hii (3nn-4-l) e-^3ng] 

-^'^[(r^inn-^n^i^b-j^ne-^^g] — O; 

unde sequitur 

y. _ — C [(i^nS-Gnn-l-Sn— 06-4-ft(3nn+0 ^+Sn ^] +t [(4.»m+n-|-ft)6— ng — ggi 
"* 3n(9nnH-4)« 

C\ — — €r(«»n3~6nn4-5n— a)ft-|-a(3nn4-0^+3nri — C[(4»»-|-»+a)6— ng— gg i 

3n(9nn4-4)a "^ • 

In genere autem ex coefBcientibus quibuscunque M et ^ sequen- 
les N et 2R definiuntur pier bas ibrmulas 



CAPUT VIH. 207 

in(iinn-*- 4)Na 

H-M[[i(i~l)^n^— i(i— l)nn-^(3i— 4)n— 2]6HrX(i-l)nn(5-h2tfH-in^^ 
— 5W[[2(i— l)nn-f.(i— 2)n-f-2]6— (i— 2)n«-^2gr]z:i0 

in(iinH-^4)^a 

H-!0l[[i(i- 1 )^n^— i(i— 1 )nn-h(3i— 4)n~2]6-Hi(i— 1 )nne-^2e-^ins[\ 
H-M[[2(i— l)nn-i-(i-2)n-i-2]6— (i-^^ne— 2^]— 0. 

C r o 11 ar ium 1. 

987. Si quantitates b^ e, gr ita sint comparatae, ut hma^ 
Ctterae sibi respondentes N et ^f^ evanescant, sequentes omnes eva* 
nescenty et iiUegrale completum forma finjta exprimetur. Ita ut 
B et S5 eyanescanty fieri debet 

2 (flr — 6) = n (e — 6) et Q (g? ^ 6) rz: — 2 (tf — b); 

nnde fit gziz ezn b^ et ipsa aequatio proposita factorem habebit 

Coroliarium 2. 

• m 

988. In genere autem integrale finite exprimetur, si deno^ 
tante i numerum integrum quemcunque positivum sit 

Srz=[(i — l)nn-f-i(i — 2) n -f- 1] ^ — i (i — 2) n^, 
tum vero 

err — [2 (i — l)n— 1]6, 
vnde fit 

y=:[(i — l)- nn-f- 1]6. 



Exemp 1 uni 2. 

9 89. Sumto n ~ i^ si sU e ~ — b et ^ =: 2 6, hiyus 
nequatioms 

«^(a ^ b x) ddy-j^x (ar:r bqp) ^a^jdl/-h iarh2bx) y^x^ — 

mtegrale campletum assignqn^ 
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£x fonnuUs modo inTentis coUigimas 



B__ j^ _ ~ ^— — et 



^ 



3«fr-t-4Afr . 



- Sa 

tum yero 

6 fl 

Quocirca habebimus 

^-A-H^^*-^a;, etu = S(4-a^L+lA)*^. 

hincque integrale completum elicitur 
yiziAsin./:c4-9(cos./a?4-g[(3A— 4a)8in./a?^(3?(4.4A)c<)8./x]. 

C r 11 arium 1. 

990. Sumto $(=:0| habebitur integralc pacticulare 
j/zrA (sin. /o; -+-5^8in. /ar-l-^^cos. /.t). 
Sin autem sit A =: , aliud habebitur 

y ::z: 9( (cos. /o? — ^— ^ sin. / x + -^ eos. / x). 



Corollarium 2. 



991. Fosito yzize-f^^*^ aequatio nostra reducitur ad hanc 
X X (a-4-6x) d s -f-a:a:(a-f-6x) ssdx-^^-xia — bx") sdx 

-+-(a-f- 2 6a0 do:— 0, 

cujus integrale habetur s nz —^ inde definiendum, quae aequatio 
in plures alias formas transfundi potest. 

S c h I i ti. 

9 92. Simili modo integratio per series descendentes institai* 
tur , si ezponentes singulorum tenninorum prodeant imaginarii ; quod 
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seorsim exposuisse ne opus quidem erlt. Atque haec sufBciunt, ut 
pateat, quibusnam cautelis in resolutione aequationum per series 
infinitas sit utendum. Summus autem usus istarum evolutionum in 
hoc consistit, ut aequationes difrerentio--difrerentiales exhiberi queant, 
quarum saltem integrale particulare algebraicum assignare liceat, 
qtios casus supra §.9 69 indicavimus. Similis porro integratio per 
series infinitas pari modo extendi potest ad hujusmodi aequationes 



X X (a -^ b x^ -^ ^ x"^^) d d y -]- X (c -\- e x^ -^e x^^^d xdy 



tum autem seriei quaesitae quilibet terminus pcr duos praecedentes 
determinatur, ita ut si bini contigui evanescant, sequentes omnes in 
nihilum sint abituri. Quodsi autem terminus ab y vacuus afTuerit, 
resolutio in series fit facilior, cui propterea non immorandum cen- 
seo. Veluti si proponatur haec aequatio 

X X d d y — xd ccd y + a x^ y d cc^ zz: b x^ d ^^ 
serics a potestate x^ est inchoanda, ponendo 

7/~Aa;^+Ba7^ + '^ + C a?'^+»'^ + D as^^+^'^ + etc 

unde fit 

viOn— 1 )Aa:'^-+-(;/z-+-/z)(/n-f-n— i )Bz^+«-+-(m-H2/2)(m-t-2n— l^C^r^^^^H" ctc. 
— mA — (m-f-/2;B — (/n-f-n)C 

— b -+-Aa -f-Ba 

hincque 

* _ ^ -ri ""^ A g y^ _ --— fi a . •• 

m (m—a) ' (m-^/iJ (m-r-u--a) ' (m-f-^n) (m-H a n — a) ' 

ubi quidem multa obscrvanda occurrunt, quae per praecepta supra 
data cxpedire licet. Imprimis autem in hoc negotio juvat, aequa- 
tionem propositam ope substitutionis in alias transformasse , quarum 

Vol. ir. 2 7 
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rfcsolutio per series fiat simplicior, quod cum pluribus modis fieri 
possit, hoc argumentum sequenti capite diligentius pertractare rismn 
esty idque pro forma aequationum 

quandoquidem pro aliis formis hujusmodi transfoimatio raro locum 
invenit« 



^m^m 
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DE 

TRANSFORMATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTK). 

DIFFERENTIALIUM. 

LB9j/-f-Maa:ay-hNs^da?*=rO. 



Problema 126. 



993. 
Aequationem difTerentio - diflTerentJaleni 

L5d«/-hM3a:3y + Nj/3a;*r:rO, 
in qua L, M, N sunt functiones quaecunque ipsius x^ snmto ele> 
menio dx constante, ope substituiionis yz^ze-f^^^z in aliam 
formam transrautare. 

S 1 u t i o. 

Cum hinc sit -^ znV d x -f- ~^ erit differentiando 
^ay dy\ _ 9 ^ 3 p ^dl« _ 1^^^ ergo 

aPdxdx 



y 

ddy 



y^ 



4- 



y z * % 

m 

Quare cum aequatio nostra sit 

^ hBBy , VLdxdy 

' 1 ' — ' 

y y 

erit facta substitutione 



z % z 



^dcv 



0, 



+ L a o: d P 4« L P P a a:* 



seu per x multiplicando 



«• 
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L 3 5 2; -f- (2 L P -h TVI) a .r 3 z 

+ za:r(L5PH-LPP3x4-MP5a:^Naa:) — 0, 
ubi pro P functionem quamcunque ipsius x accipere licet, unde 
innumerabiles aequatioaes inter binas variabiles x tt z obtinentur. 

Corollarium 1. 

994. Quodsi ergo hanc aequationem transformatam integrare 
vel per seriem rcsolvere liceat, ex invento valore ipsius z habe* 
bitur y ~ e^^^^ z. 

Corollarium 2* 

995. Aequatio transformata similis est propositae, propterea 
quod in ea variabills z cum suis difTerentialibus dz et ddz ubi- 
que unicam dimensioncm occujp^t^ pe^iiide ac -^' inf aequationo pif6- 
posita. . . » 

Corollarium 3. 

996. Si eveniat, ut ambae aequationes, proposita ac trans- 
formata, aeque commode per series resolvi possint, hoc moda 
plures resolutiones ejusdem aequationis exhiberi possunt. 

S c h o I i o n 1. 

997. Cum aequationes . commode per series resolubiles in 
hac forma contineantur 

xx(a^bx^) ddx-^-x^c-^ex^ydxdy -4- (/-i-gx^) ydx^imO,, 

ubi est 

Lizzx x^a-^^b x^), M ziia' (e -+- ^ .r"), N—f-^ffx^^ 

ut transformata similem obtineat formam , fieri opox'tet hPzix (|ul 4- yx^). 



ix -+-1/ x^ 

ideoque P ~ — 4 ; — zr - Hinc erit 

X {a-^b x^) 



CAPUT IX. 21& 

inviuire castiSj quibus integrale algebraicum saltem particulare 
assiguari potest. 

... • . . ^ 

Hic est a nz 1, b — — 1, c — 1, <? iz: 2 m, /— Q, 

g — — m (m -4- l) etnn:2. Hinc deducimus 

A~/l(a--c)2 ~4a/] —0, ct 

kz:zy^[(b^ey — 4bg] = y/[{2m^ iY — 4 m(m^ l)] 

lioc cst ft — Hk 1. Formula crgo numcro intcgro acqualls est^ 
' '^P ^'^ • undc gcminos pro m casus nanciscimur 

vel 2 m -f- 2 zz: ;+: 4 X, vel 2 mzzz±4 i^ hoc cst 
Tcl m ~ ^- 2 i — 1 , vcl m zn HH 2 i , 

dummodo ergo m sit numcrus integcr sivc positivus sive negativus, 
integralc particularc algebraicum cxhiberi potcst. Substitutio autem 
aequationcm transformatam pracbcns cst 

— I — a m. M fl m.— |r- 3" 

y rz (i — rc o:) — a "^ z — (1 — a: a?> a Zy 
ipsa vera acquatio tran&formata 

XX (1 — a?a:) 3^5-1-0? [1 — 2 (m -f 3) o; o:] 9 or 9 z 
— Cm -h 2) (m ^ )i) X X zd x^ ziz y 

quam cx illa oriri manifestum cst, si loco m scribatur — m — 3* 
Ipsa autcm haee intcgralia rcp^iuntur , ob X X zz: , ponendo 

y — A 4- B o?^ + C j:* -i- D a:^ -f- E x^ + etc. 

«inde fit 

2Bxx^ t2C x*" -*-30Da;^ -f-66Ea?®-#- etc. 
— 2B — 12C — 30D 

H- 2 B H- 4 C H- 6 D -f. 8 E V ZZ 0. 

-H 4mB H- &mC -+- 12mD. 
^m(m'^ 1)A— m(m-+-l)B — m(m-f-l)C — m(m-i-^l)D 

£rgp determinatlo cQefficicntium ita se habet 
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fit fc — n, et substitutio 

a — c -fcc— ue 



-h ! 



quae ducit ad hanc aequationem 

X x(a^ba:^) 39z-H^[2a — ch^(2 (w-f. l) 6— ^) a?*] 3 a: 3 z 
H- [/-f- {ji (n -4- 1 ) 6 ~ nc -H gr) a?T z 3 07^ — O^ 

S c h 1 i o a 2» 

99 8. Supra §. 9 70. vidimus, aequatlonem propositam inter 
X ti y algebraicum admittere integrale, si fuerit 

±_ ^S, •[(g — c^« — ^g /l y^{ib~eY—J^bi\ . ^ 

sn •6"* aa •• Tb *'^» 

<|Ute 81 transformata simili modo tractetur, integrale algebraieuni 
«ssignari poterit, si fuerit 

aa'90 aa .20 ^^ ' 

quibus conditionibus conjunctis concluderc licet, intcgi-ale algebrai- 
cum satisfacere, dummodo hacc forraula 

hc — aa V[i^ — c)»— 4a/] V HJb — eY —/yh g-] ^ 
a a6 a a 26 

divisibilis extiterit per exponentem n, hic signum . . ad ambiguita- 
tem positivi ac negativi designandam adhibui. Quare si ponamus 

/. ia — cy — bb ^h—e)^ — kk 

J Ya ^^ ^ 4^ ~' 

integrabilitas locum habet, quoties haec expressio 
fuerit numerus integer, sive positivus sive negatirus, 

E X e m p 1 u m. 

999. Proposila aequatione 

X x(^i -- X x)ddy -^ ^x: {i ^2 m xx)^ x^y 
— mim -^ i)x^ydx^z:z ^ 



hc — :ae-±i hb-± :ak 
%nab 
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T>9 a = •+ (^ - M - ^l) 3) .r d s + N c a :.» :^ 0. 

Quodsi ergo hinc valor rpsius z crni possrt, habebitur etiatn valor 
ipsius y per .r «pressus. 

"C r o 1 1 a r i n m l^ 

1001. Si in hac aequatione transformata vicissim ponatnr 

~ = — l|— , ipsa aequatio prqposita exoritur^ undc liac duae 

aequationes ita inter sc cohacrent, ut altera ex altera per Vimilem 
substitutloncm producatur. 

C qr o l 1 a r i u m 2^ 

10 02. Si in acquatione transformata secundum subsiitutionem 
priorcm ponatur - ziz Qt) x ^ -^- , oblinebitur haec nova trans- 
Tormata 

'^uae ergo ex ipsa proposha deducitur ponendo 

S c h o1 i n i. 

10 OS. Ilinc conlbinando ambas substitutioncs , quibus in binis 
praecedentibus problcmatibus sunHis usi, substit^itionem hujusmodi 
-goncralem adipiscimur 

dy Pdz^Qzdje ^ 

quae si in aequatione proposita 

substituatur, funotioncs P, Q, R», S ila definiri dcberit, irt in tequa- 
tionc rcsuUantc variabilis ::; cum suis difFcrentialibus nusquam phis 

Vol. II. 2 8 



\ 
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5 m(irt-f-O j^ g _ (m~-.p(w — .) 315--. (m — 3) (m — 4) q ^^^ 

Ac si ponatur 

m (m-4-2)Cm-4-3) ctf y (^-^4) (^ + 5) g^ ^ (m-f-6) (m-f-?) ^ ^j^^ 

4 ' ^"^ i6 ""^ 36 

Problema 1 26. 
1 0» Aequationera difFerentio - difFerentialem 

ope substitutionis — iir — |— ^ > in aliam ejusdem formac transmu* 
tare. 

S o 1 u 1 1 o. 

Hic scilicet quaeritur, qualem fanctionem ipsius x pro P 
Bccipi oporteat, ut facta substitutione vanabilis z cum suis diflfe- 
rentialibus d z et dd z ubique unicam dimensionem obtineat. Cum 

igitur sit -^ ~ "~^~ ^^'^^ difFerentiando 

y dz^ ' ^a "^ dz^ r- Pc)^ , 

quibus valoribus substitutis fit 

LPzd x^ddz . Laaoc^aP . T, P ^ ^ LPP»2;dx4 > 



3 9jy ^Pzdx^ddz zdx^dV VPzzdx4 



^m^^i^m 



dZ^ dZ -T-^^or^ ^ ^^2 

M P » d X* XT -N 2 -: /v 

H- — :^ 1- N 9 a?^ rr 0. 

Sumamus ergo LP-^-NnzO, seu Prz: —j- , et multiplicando per 
Pg^^a , nanciscemur 

L39z — H?l5—LPza2?"~Maa7asziiO, seu 

Aequatio ergo proposita ope substitutionis ~ cz: --j;-^" transfor- 
matiu: in hanc 
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particulanter satisfaciat valor t/=zX, ponatur j/mXi;, fictque 
hXddv-^ 2LdXdv-4-Lvdd^ 

-4- N X i; a o:" 
At quia X~y pcr hypothesin aequationi satisfacit, erit 

LaaX-f-MaaaX + NXaa:*=:0 et 
LX33t; -f-(2 LaXH-MXax)3i;=: 0, 8CU 

dv "^" X "^ L "» 



undc integrando oritur 

XXdvziiCf ** ^a?, porroque 

rMdx 

^-^J XX • » 

ita ut integralc completum sit, 

quod ergo cx quolibet integrali particulari y ~X elici potest. 






£ X c m p I u m. 



100 5. Aequationem differentio ^ differentialem 

xx(a -^bx^^^ddy^^ip •+'^^^)^^^y ^fV 3 «^ = 
transformare ac per seriem integrare.. 

Cum hic sit L — xxCa-^bx'')^ M — a? (c + c x^) et Nm/; 
utendum est hac substitutione 

3y — fzdx"^ 

y X X (a -4- b x^) d z * 
qua nostra aequatio rcducitur ad hanc formanl 
xxCa-f 6a:^)ddz-+ xi2a^c-\ [(nH-2)6— -^] o;") 5a7 3zH-/«3:t^=;0, 



% 
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pm cujus rcsorutione si ponatuv 

fieri debet 

X (X — 1) a -+- X (2 a '— c) ^-/r=: , seu 

XXa-HX(a — ^)-!-/— 0, crgo X — ^ : «^, 

Serics autem abrumpetur per 9 70, s\ haec expressio 

a a ' 2 6 a — ^a o a »^ — ^ a / 

denotante i numerum integrum positivura^ hoc cst 

^.1 * j^ ^ I „ ^ yrra — o«— 4a/3 _' : 

vel -s±^.^^ ^^^—^^^-'^^ Il-in.. 

Sin autem ipsa aequatio proposita hoc modo in scriem resolvatur^ 
haec abrumpetur^ si fuerit • » . 



8 a. 2 6 ' a & 2 a 



hoc CS.t 



2 a & • X - 2 a 

, c - , /[(a — c)« — 4a/] . 

vcl I H ^^^ ^^±1 — l n. 

la * — 2 a 

Unde intelligitur, integrale finitum exhiberi posse, sive numerus in- 

teger i sit positivus sive negativus. Ad hanc vero duplicitatem jami 

prior substitutio perduxerat (998.)j ita ut haec nova substitutio^ 

aullos novos casus integrabiles suppeditct. 

■ 

S)C h 1 i o>n t. 

1006. Ut tamen pateat, quomedo ex vabre . fiaito. ipsius z 
valor finitus ipsius y eiici queat, contemplemur casum 

xx(a-^bx^)ddy-\-oc(3a-^ex^)dxdy — 2Aa yd,x^ — , 
ubi n ziz 2, c — 5 a et f=L — 2i a, quae fiicla siibstituti<wic 
y ~ ^*(<i±bx-)d^ abit m hanc 
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X X (_a -\~ b x') dd s ~j~ x [ — a -{- (-4 6 — c) x x] ^ xd zc 

— 24 « 3 d'x^ zz: 0-, 

vbi pro serle ascendente fit 

XX — 2 X — 24 = rel (X — 6) (X -^ 4) r= 0'.. 

SlaJluatui: 

2 ::=: A a?— -^ -f- B a;— » -f- C -1- D x' -f- etc. 
crit 

2ii Kax~^^~ 6Hrtx^* * -+■ 2 Daa;*''^- etc. j 

-4- 4Art -4- 2Ba * — 2Da 

— . 4A(4 6 — «) •— 2B(4 6— c) * 
— 2-iAa —2-k.Bck — 24Ca — 24Da 

Cum ergo sit D 1= , sequentes terminl omnes tolluntur. Tum 
vero est 

l6Ba=z4A (6 -+.<;), 21 Ca— — 2 B6 H2Btf, 
ergo 

.1- fl ' 1 a a • 24 a a ' 

hinc(|ue 

"* ^ ^A.* "^ ,\ a JC* "^ ^a a a / ~" /|8 a a'jc4 ' 

unde scquitur 
Ergo 

>" — " « (a -I- 6 05») [8 a H- (6 4- ^) X x] ^ '^' 

seu rcsolvendo 

dy — 6^x (5 6 — g)x8 3c , 2 (6 + /») X ^ X 

^ X '•^ « H- 6 X X *•" 8r a -h (6 4- ^) X X '* 

hincqne integrando- 

56 — e 



y ~ , (a -[- 6 o; .r) * ^ [8 a -f- (6 -4- O Jt; j:]. 
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S c h o 1 i n 2, 

10 07. Quod hic casu fortuilo cvenisse ^idetur, ^ut cx Talore 
ipsius z irivemo quantita$ y coramode definiri potuerit, idcm pcr- 
petuo cvenire oporterc, sequenti modo in^ ^enerc ostendi potcsu 
Cum enim aequatio proposita 

L59f/-4-M5a:5y-4-Nf/3a?*zz:0 



'opc substitutionis ~ zn Ta »^ ^^ hanc sit transformata 



y 



L a d z — M a a: a z — t^jj— ^a L a 2H-Nz a or* = o^ 

«i hacc pcr L d z di vidatur , prodit 



d2& JL II ~^ L "— Ld« jr ^ 

cx qua integrando elicitur 

quac invento valore ipsius z^ statim isine ulterxori integrationc prac^ 
bet valorem ipsius y. 

Cum porro sit 

yz=, — ^L^Vi — ' ^^^^ oy:=. — azdx.e J i-> 
hincquc 

— aaL«9» — 2 / 
— : e J 



,^ ^ Mdx 

ydy—. "^''^^ 



atque hae relaliones eo magis sunt notatu dignae^ quod ex iis 
aequatio proposita nonnisi per plures ambages ad transformatam 
reduci possit. Ipsa enim formula pro y subsiituta perducit ad 
aequationem difFerentialem tertii gradus, quae autem manifesto inte- 
grationem admittit, ipsamque aequationcra hic inventara suppeditat. 
Hinc igitur occasionem adipiscimur ejusraodi substitutiones investi- 
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gnndi^ quae qiiidem ad difreretitiaUa tertii gradus ascendant, verum 
irtiucn pcr integratiopem ad difierentialia secunda redigi sc patiantur. 

Prohlema 12 T- 

10 08. Aequationem differentio - difFerentialem 



ope hujusmodi substitutionis yziz^^ in aliam aequationem pariter 
diflerentio - difFerentialem transformare. 



S I u t i o. 



Ob j/ = ¥^. fit 



-\ p^^g^apag ^j 3 3// P3*g-f->gapaag-f-3g3 3p 

quibus formulis substitutis oritur haec aequatio differentialis tertii 
gradus 

Lpa^z-h2L3Paas-hLa333P+MPaa:3as 

-h- M a y d P 3 :3 -4- N P (j a-^ 3 s =z , 

qiiam ita compctratam assumamus, ut per functionem ipsius .x, quae 
sit Q, mukiplieata integrabilis evadat. Integrabilis ergo sit hacc 
forma 

LPQ^^^-h2L(>3Pda^-f.MPQaa:aDz-f-LQazaaF 

+ MQr)a;aP9z4^NPQaar^azi=:0, 
cujus integrale sit 

LPQaas-Hsaxaz-f-Tza^r^zncDx^ 

unde colligitur 

3 d z (2 L Q D P + M P Q ax) m: a a s (3 . L PQ H-. S a o:), 
9z(LQaaP^-MQdaraP-f-NPQaa:")=zas(aa7aS-+.Taar^, 
ct z a o; a T zzi , ideoque T quantitas constans. 

Inde autem fit 

SaxzziLQaP — LPaQ^PQaL-4-MPQaa:, 
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ex quo pet aUeraitx conditioncfm dicitwr 

T^^" zn LQaap -h Moa.rap -HNPQa.r^ — LQaap—LapaQ— Q^paL 

^- LPddQ f. L^F^Q ^ PaQ^L -f PQ^^L -f- PaQ^L -+- QdPdL 
— M ?d:rd(l — iVI Q3xaP — PQa^raM , sive 
Tax'=Paa.LQ — Pda:a.MQ-f-P]VQa«;^ 

Quare cum T sit quantrtas constans, ponatm- T ir;:^, atque hinc 
commode fondtio P definitur^ scHicct 

p adx^ 

ftocque valore pro P assumto,, aequatio proposltsi ope sulbstHtftianis 

y ziz -g^— transformatur in hanc 

LPQaazH-9z(LQaP — LPdQ— PQaL-f-MPC^ao:) 

tibi cum z constante quantitate augcre liceat, constans C omitti 
potest. Dividatur ergo haec aequatio per P Q ct prodibit 

•seu in postremo termino valorem ipsius P substituendo 

atqu« hic pro Q functionera quaincuhquc ipsius x aticipere licet. 

C oa* o 11 a r i u m i-. 

4 09. Hinc praecedcns substitutio derivalur ponendo 

93. LQ — ^xd.^^l Q— 0, idcoquc 
3.LQ — MQ9x=:C3:r, scu 

/>I d_x r M d X 

"L LQ — Cje J L a.r -4-D. 

Kamque si hic capiatur C ~ , erit 




C A P U T IX. 2«* 

— -jj ^ , ut ante. 

CoroIlariumS. 
1010. Sm autem ponamus 

aa.LQ ~ a^a .MQmaxaar, ut ^ 

•n ClBx 

€rit 



potToque integrando 

:rH_dx . f M9jt 



Corollarium 3. 

1011. Punatur/e -^ ^"xaa?z:z« -^ ^ V, ct 

, B — , erit X ~ ^— — "l- ^* Q ^^ £1 idcoque 

a 5 .r 



.^Mte 



Si igitur sit V:rra, erit Q ~ ^> 

T, M«3x 

L N d X — L d M -f- M d L' 

et aequatio rcsultans 

L d c) ::i H- C7 i5 (^ -^^ 1- M <J x^ -+• ^ ^ ■ ■ ^ SS 0, 

S c h o 1 i o n. 

10 12. Ilarc autem nimis sunt generalia, quam ut iAde quic^ 
quam «d usum communcm conclndi possit. UtcQnqvc autcm tranS' 
Vol. U. 2 9 
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fivmntlo instituatur, ct aequatio transformala in seriera reaolratur^ 
haeo mUIIs allis casibus abiiimpi videtur, nisi iis quibus ipsa aequa- 
Uo pro)M)sitai et inde per primam substitutionem traubformata , ad 
•eriem ulicubi terminatam reducitur» £x quo persplcuum est ope 
hujusmodi transformationum vix unquam novos casns integrabiles erui 
posse. Verum dum hactenus loco variabilis y aliam s pcr siibsli- 
tutionem introduximus , altera x, ex cujus potestatibus series forma- 
bantur, retenta, nunc etiam paucis expioremus, quomodo loco ipsiusa; 
aliam variabilem f introducendo, transformationem perfici oporteat; 
ubi imprimis notetur necesse est^ cum ante elementum ^x assum« 
tum fuerit constans, jam in transformata elementum' d^ constanS' 
accipi deberc. Hic igitur t scribetur loco certae cujuspiam functio- 
nis ipsius Xy quam autem ita comparatam esse decet^ ut aequatii> 
resultans ne nimis fiat compUcata» 

Pr b lem a f28:. 

1013. Pl*oposita aequatione differentio - differentiali 
Ld5y-+-M3a:3y4-.Nj/5a7*z=:0, 

loco quantitatls x aliam t introducere, quae functiom cuipiam ipsius: ar 
tequetur.. 

5 o t u 1 1 o. 
Divisa aequatTone per dx^ reqraesentetur aequatia Iti: 

ttt jam consideratio elementi d x , quod constans erat assmntiiinv, 
sit exclusa. Cum t aequetur fimctioni cuipiam ipsius x^ fiat inde 

d^nzPd^» seu d:c=p-, mide Banciscimur 

ac sumto element» dt constante 

LPady4-LaPdsr-hMd«ay-|-i^f^=a^ 



*.'> - 



-'. \ ■•'• . 
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ubi tantam raperest, ut in qnantitatibus finitis^ quae adhuc TariA*- 
bilem x complectuntur , ejus looo altera t introducatur. 

Exemplum» 

1014. Proposita sit haec aequatio 

X X (a-f-&a:") ddy-^x ie-^ex^) dxdy-^ if-^gx^) y3 x*iii , 
in quam loco formulae h^kx^ introducatur U 

Cum ergo sit 
t-izzh -^k x^^ erit dtzzink x^^ ^dx^ 
ideoque 

P=:nfcx«— ' et 9P — /i(n — |) Jka:«— «3 a:zz:^-^^=^'. 
Quare habebimm 

nkx'''^^{a-^hx'')ddy-\-(ji--i)xdtdy{a-^hx'')^^ 
siTe 

nkx^^ 
Nunc Tero est x^ n: -y~" > ^^ valor substitutus praebet 

, .^^ (n — {^dtdyCak—bh-hbt^-^dtdyCck^eh-het) 
n{ak^bh^bt)ddy -^-^ ^ _ ^ ^ 

ifk—gh-^gt ) ydt* 
n (t — h) 

Verum hic ita ubique t -^ h occurrit, ut aequatio simplicior eva- 
dat loco t — h scribendo u, tum autem perinde est, «c si loco 



2 — 0. 



9(9$ ejAP-UT. IK. 

f oUstatia a^ aoi^sisteftu» qiunititatem. u :- neqtte-crgp lunc qviicquam 
lucri pro noyis- SAMebuSf eruencfo recLundat. 

CoroIIariuni. 

1015. Si in aequatione generali loco x^ scribere velimus I, 
crtt 

ct aequatio resultabit,. ob 

ista 

(m— lYLaOjf «,^,-^ Nyd;^ 



seu 

^Lajff+i ^^ + — - — + ^,, =»• 

S c h 1 1 m 

tOt6. Plura de hujusmodi acquationura transforraationibua 
Iraderc haud nccesse videtur^ cura cx his fontibus haud difflculter 

' omncs transformationcs ad usiim idoneae derivari qucant, Datur 
autcra alia raethodus prorsus singularis hujusmodi aequationum diffe* 
rcntio - differentialium integralia exprimendi, quae per formulas intc- 
grales binas variabilcs involvcntes expeditur, dum altera in intcgra- 
tione ut constans tractatur. Ita si P fucrit functio quaecunquc bina- 
rum variabiHum :r ct {(, ac ponatur y zzz/P d Xy considerando u 
m intcgratione ut constantcm, integralc hoc fVdx efit functio 
ipsarum x ct u, quod ita dcterminatum , ut evanescat posito x iz: 0, 
si deinceps statuatur x zn a, obtinebitur functio ipsius u ipsi y 
acqualis, quae si satisfaciat aequationi cuipiam differcntiali intcr u 
ct y propositae , hacc acquatio resolvetur formula y zzz / V d x^ 

. quae ut ejus intcgrale spectari poterit. Atque hoc moda inDume? 



\ 



rabilium aequationura difFerentro-dsflrerentialium integralia exhiberi poff- 
sunt, quae aliis nicthodis prorsus intractabilcs videntur. Quamquam 
aulcm formula fPdx, spectata quantitate u ut constantc, actu inte^ 
grari nequit, tamen ejus integrale io Bo.c negotio pro cognito accipi 
potest, quia ejus valor saltcm per approximationcs assignaxn potcst. 
Scilicet dum sumta a: pro abscissa, si P dcnotct applicatam ortho- 
gonalem ei conyenientem , fbrmuls^ y F d :v »pnmet areaitii ejufidtiiB 
curvae abcissae x insistentem^,. «a positoi jr zz: cky arei^ habetuar 
deterniinata valori yziz/P d x^ prouti cum modo dcfinivimus, aequt- 
tis, quac ergo, uti loqui solcnt, pcr quadraturas curuaram assignari 
potcst, ex quo haec integrandi ratio eommodc appellatur constructio 
per quadraturas. Hic autcra imprimis ad eam rationcm, qua inte- 
^ralia in particularia et completa distinximus, attcndi convenict; 
vtnd^ sollicitc cst cavcBdum, ne intrgralia hoc modo inventa pro 
completifi habcantur, nisi quatenus binas constantcs arbitrarias invoi^ 
vant^ Cum igitur eidcm acquationi difttrentiali infinita integralia 
particularia eonveniant, mirandum non est, si hoc raodo pro eadem 
acqnatione proposita plura integralia divcrsa inveniamus. Hoc autem 
argumentum fcre prorsus est novum, neque a quoquam adhuc pcr* 
tractatitm, si quidem nonnulla specimina, quae equidem jara dudum 
dedi^ excipiantur ; ex quo dubitare non licct, quin ista methodus, 
si diligentius excolatur, aliquando fdrte praeclai*a incremcnta in Ana-: 
Ijsin sit allatur^ 



Mik 



9^ 

poUstatia a^ p 
lucri pro ^ 



erh 



wAPUT X. 

D B 

^ aKs2^ATIONUM differentio - DIFFEREN- 

M TER QUADRATURAS CURVARUM, 



Froblema 125. 



1017. 



\ roiit S^— y*^3^> denotante V functionem quamcunque blna- 
^ -, ^'uantitatum :c et i/, quarum autem haec u in integratione ut 
^«swns spectatur, post integrationem vero statuatur x — a^ xxt y 

^^.^etur functioni cuidam ipsius u ; quodsi jam u variabilis suma- 

tur, investigarc valorem ipsius |^. 



S o 1 u t i o. 

Cum y V d X cxhibeat functionem quandam binarum quantita* 
tum a; et M, cujus differentiale, sumta u constante, est zzzY d x^ st 
tam u quam x ut variabiles' tractentur, differentialc aequationis 
y zZL/y 3 X talem habcbit formam , DymV^x-f-U^z*, quae, 
quia est differentialc verum , necesse est sit (^) — (^ ^). At cum 
V sit functio data ipsarum a? et m, ponatur 5V — P^a^-f-Q^i/, 
eritque (g-j^)— Q, ideoque (^-^) — Q. Hincjconsiderata iterum u ut 
constantc, erit DUrz:Q3a:, et Uzr:y*QDa:, in qua integratione 
sola X pro variabili habetur. Quocirca si hunc valorem fOdx 
ut cognitum spectemus, quippe quem per quadraturas assignare licet, 



CAPUT X. 2^t 



erit cf f/ m V 3 o- -^dn/Qd x. Qirtierinrus autem id ipsius y diffe* 
rentiale, quod ex variabilitate ipsius z< tantum nascitur ; quod cunik 

sit d y::::^di uf(2d cc erit valor quaesitus ^- ziz/Q^di x^ sl nenape 

post integralionemr itidem ponalur x zzz a. 



Carollarium f. 



tOtS. Cnra sit yziz fY d x functio ipsarum x et w, per 
integrationem autcm formulae V D o:, in qua u constans spectatur, 
iunctio quaecunque ipsius u loco constantis accedere possit,. functio y- 
per se erit indetermlnata , determinabitur autem statim, atque inte*;^ 
grale J^Y d x ita accipiatur, ut evanescat posito xzzzO* 



Coroirarium 2. 

101 9. Hac conditione obserrata evanescet y posito x zzzOj qui- 
cunque valor alteri quantitati u tribuatur, erit ergo etiam y-^du^^z: 0' 

facto o? ~ , ergo etiam (^ zzi 0. Unde patet /Qd x zzzp^ 
ita quoque accipi debere, ut posita xzziO eTanescat' 

Coroilarium S. 
103 0. Cum yzzi/Ydx erit (^'zzzY, Jiiae 

JLt si ponatur (^zzzZ^ erit quoque 

Quare spectata u ut constante, erit 

3Z=ax(H), et Z=/dx^ 



g£) =/a * d-D- 
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Corollariam 4. 

102t. Quodsi crgo post integrationes ita absolutas, ut intc* 
^i^alia ctan^cant posito xnzO, ponaturarzra, tara ralor ^~yTd» 

>quam ^ — /^^^(a^) ^^'' fti«ctio dctcrminata ipsius u. 

Corollarium &• 
1022. Simili inado ultcrius progrcdicndc crit 

Qttare 81 L, M tet N dcnotcnt ftmctjoncs quciscunque ipsius «) ak 

totumque negotium huc redit, ut ista formula integrationem admitlat. 

S c h o 1 i n. 

10 2 3- Datis scilicct ipsius u functionibus L, M, N, quaeri 
dcbet functio V binarum variabilium x et w, ita ut spcctata u con- 
^lantc formula 



tL(^)-+-M.r3;)-4-NV]5x 

absolutc fiat integrabilis, cujus integrale, ut sit determinatum ita 
capiatur, ut posito -x^nz 0, cvanescat. Tum vcro statuatur x:zzc^ 
ac sl illud integrale etiam hoc casu «vancScat, erit 

du^ ^^ du i^ "-^ ^ ^» 

hincquc aequationi satisfacit vaior y zrzfY d x ^ lcgc indicata sum- 
tus. Problema autem, datis funciionibus L, M et N, investigandi 
functioncm V maxime cst indetcrniinatum, ncque methodis adhuc 
cognitis in generc resolvi potest ; cx quo conveniet id inverso modo 
tractari, ut sumta functione V, alterac L, M ct N indagcntur* 
Hinc acquationes differentio - diffcrcntiales conscqticmur, quarum intc* 
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gralia hoc modo assignare valebimas, quae ai aliis methodis iractMt 
nequeant, insigne lucrum suppeditant. Quodsi inlegrale illu4 

/tL(||?)-4-M(||)4-NV]a:r 

posito xzzi a non eyanescat, sed datam ipsius u fimctionem U 
exhibeat, ralor yzzz/Ydx conveniet huic aequationi 

quae cum infinitis modis in alias formas transmutari possit, etiam 
harum Integralia innotescent, ubi «imui hoc commode evenit, ut 
etiamsi integrale tantum particulare obtineatur, inde iameo plerum^ 
que integrale completum haud difHculter colligi queat. 

Pr ob I em a 130. 

10 24. Invenire aequatioues differentio - difTerentiales formae 
h^ ^M^^Nj/zizU, utL, M, NetU sint functiones ipsius u, 

cujus elementum d u hic pro constante -accipitur, quarum integrale 
ope constructionis per quadratui*as exhiberi possit. 

S o 1 u t i o. 

Sumatur functlo quaecunque binarum variabilium u et a:, quae 
sit V, -capiaturque iniegrale /Y d x spectata quantitate u ut con- 
stante, ita ut posito xziz 0, evancscat, tum vero fiat x ~ i3t, deno- 
tante a quantitatem quamcunque constantera, ut jam /Y d x expri* 
raat functionem quandam ipsius u tantum, cui quantltas y aeque- 
tur, ut sit y zzz/V d X. Cum jam sit 

his integralibus parrtcr ita suratis, ut posito xzn 'Cvanescant, 
lum vero statuatur x zzz a, ^uaerantur functiones L, M, N ipsius u^ 
AXi haec fortnula 



/^^iLC-:)-+-Ma^)-f.NV] 

Yol. II. 30 
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fiat absolute integrabilis , ejusque integrale ita determinctnr , ut posito 
xzrza^ fiatidzziU, Quod si fuerit praestitum, evidens est, aequa- 
tioni differentio - difFerentiali 

satisfacerc formulara assumtam y ziz/Y d x. 

C or oll arlum 1* 

1025. Assumtio ergo functionis V non penitus arbitrio nostro 
permittitur, sed ad hoc potissimum est spectandum, ut talis foraia 

/9a:rL(|i?)4-M(pJ)-+.NVl, 

per se fiat integrabilis» 

Corollarium 2* 

102 6. Infinitae ergo hinc statim excluduntur formae ad hunc 
scopum incptae, cujusmodi sunt V~UP, existente U functlone 
ipsius u et P ipsius a: tantum ; quia tum foret 

quippc quac idcm integrale complectuntur, ita ut ex earum con- 
junctione formiila absolute integrabilis confici nequeat. 

Exemplum 1. 

102 7. SU V =: a« V^i^l et y =z/x-da: / J^* inte- 
f/rali erancscfntc posilo .r — , tiim vero facto xzzza. 

Erit crgo 

XX 



\()u/ * ] K}iXi \ s\ v^ K.CC'^ XX) \^ " / 



{jLai^xxyy (cc — xxy 
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ci inlegrabilis rcddi debet hacc formula 

f \^ X X M a ^^ , mi-»t-xx\ 
x^^^xX 1 -H —r, hN i/ ), 

^iuu-{-xxyy(cc—xx) * y\ y £ 



seu 

x^Ti X 



[La7:t4-MM(MU-»-ara:) -»-N (Ma-+-a;a:)^], 



(^uu-^xxy^ (^cc — XX) 



^n-f-iy^^^^ XX'^ 

Statuatur integralc rz: — , cujus difFerentiale cum sit 

\ (li W^ X x) 

(n -»- 1 )x^ (cc—.rx) (uu -^xx) — .r^"^ * (uu-hxx) — x^"^^ (cc—xx) 

■ " g ■ "^ .0^9 

(U U -f- X xf^ |/ (c c «— X x) 

I 

seu 

x"^ Da- (Oz i l)ccww-f^(/z4-l)cca;a:-(/i-f-l)ima?ir^72H~l)a:*^ 

( uu + xx:f y (cc—xx) ( — ccxx -^uuxx 

cum qua si proposita comparctur, fiet 

M u^ -4- N u* ir: (n -4- 1 ) t? c w m , 

L -f- M 14 + 2 N z/ w ~ 7z c c — (?i -h 2) M u ct 

^ — — (/iH- 1)^ 
}Tinc elicitur 

Mu — (n^ i)(cc^uu), seu M zn ^" "*"^ ^^' '^ V^ ct 
L — — (n-f- 1 ) (cc-f-zm) -f-2 (7i-f-l ) wi/ + /2 cc — (n-+-i2) u m, 
seu L ~ — c c — uu. 

Quamobrem habebimus 

(cc f uu)d()y Qi-^i) (cc^uu)dg a^^ y(cc^aa) 

— — ; j -— (n^i)ij— —r- ; — , 

w uOu y(aa^uu) 
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cui aequationi satisfacit y zzzfx^ ^^V^ ^ * ^ » intcgraticme ab6a» 

luta ut est indicatum» 

C r ai t a r ium 1\ 
1028« Surato ergo azizc^ formula integralls 

9 J ^ f CC XX 

posito post integrationem x ziLCy, exhibebit integrale hujus aequa- 
tionis 

aeu 

^y,»* (n + 09tt9y t (n^i) ydu^ _ 

^ O y "-^ iiL . c c -4^ IL u ""^ * 



Corollarium 2«. 



t b^y. Si sit ?r z= t , per integrationrem invenitur 
/-a,aa?V^!^^±^ = |(cr + uu)Ang.sin;^^ 

— J j/(ccM u -4-c ca:ar— -uu x x — x^^ 
~ 1 Cc c^uuy Ang.sin. =l^£^^ ^.| ^ Ui, 

Ct pOSitO- XZZLC fit 

y — licc-\- u u) Ang- cos. l^^^l 4- J ^ u,. hincque 

^ — i W Ang. COS» --r-r—, — ^t 
d tt ^^ » « c c Ht- tt tt 

33y , I ttrtt — cc ctt 



^pst {bmmhne erideater satisfaciunt aequationl 

a a « _. «iiLii -H J^ii!_ — a.. 

'^ ^' tt: «c-4-tttt^^ 



C a r o 1 1 a r i u m S^ 



1(^6« Koc casu integrale etiam hoe modo> expriisi' potett: 
# =3 i(e c -h u u); Ang. sin. ,-^J^ H-^ { c u„ 
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aett cnm eju» maltrplaiit quodvlft aeque satlsfaciat 

y — (c c + u w) Ang. sin. j^—^ + 2 cm^ . 
tatisfacit vei*o etiam yz=z.ccH— uu, unde integrale corapletum C8t 
yzizaCcc^uu) Ane» sin. — ^^ — 4- 2 ac ^-+-3 (cc-^u u)^ 

S c h o 1 i n. 

r031. Quod valor t/:n:cc-\^uu satisfaoiat^ cr hitegrali: 
mvento concludcre licet^ quia enint Ang. sin. g^V.^^ C8t fiinctio* 
fiQuitiplex ct termino» 2,7r augeri potest, integraic ipsium augeri potest 
termino 2 tt (c c -f^ u u). At in genere difFerentia bim)rum integrii- 
lium quoque satis&cit, ergo etiam satisfscere debet yziz2ii(cc^uu) 
et generatim j/ izr (3 (c c -+- m w). Ex hoc casu facilius perspicitur, 
quonK>do valor assumtus aequationi generali satiafaciat, etiamsi is 
per integrationem evolvi nequeat. Patet autem n -|- 1 esse debere 
numerinn positivum,^ quia alioquin conditia tntegralis,. ut posito» 
or zzz evanescat ,, impleri nequit^. 



Exemplum 2.. 

i 3 2. SumcUur 

Y zzz x^ * (u M -f- X xy- (cc — X xYy erit 

(|^)zz: 2 iLUx"^—' (uu-^xx^^—^Ccc-^xxy tt 

r33V 

(gTp)- 2 |ULa:^~'(cc^-<ra:)^ [(iiUH-afa?)'^"^-^ (|UL— l)uu(w 
— 2 \KX^~^ (c c ~ X xy (Mu-4-xar)^-^' [ (2 jUL«— 1) M u -4- a? a?]. 



Integrabilis igitur reddi debet absolute haec fbrmura 
/i?'*"- * d X (cc — X xy (u u -♦- xxy^^ )^ 

(2fJL[(2(ji— l)uitH-a:arlL-+<2iULMC«i*H*^^)M^:-(^^ 

aeui 
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fx^^^^dx^cc-^xxy {iiii-^xxY''^ ") -4-2 juiMu^ -4-2jULMw.ra: 

C-fNi^* ^2^uuxx 

Statuatur intcgrale x^ (u u ^ x x)'*'""' {c c ^-^ x a;)^''"', cujus diffe- 
rentiale cum sil 

^r^""' 3 07 (w w ^^ o: a:)^'" * (<? c — x x^ ^ 
[n(MM-ha:a:)(cc— 07^:) -h 2(]ul— 1 )rc±(c*— xa:) — 2(j/-f-l)o:a:(MW-fxor)]^ 
wit 

2 |IX (2 jfJC — l) L U M + 2 |UL M M^ •+- N w* z± 7i(? r w M , 
2|ULL-t-2|ULMM-*-2Nutt — «Ce-^72liW-H2(|UL — l)^c — 2(v/-4-l)tta, 

N— :— .n--2()UL — l) — 2(y-H-l)=^n — 2fjL*-2f^ 
At prima 

2jUL(2jUL — 1)L4-2|ulMw-4-Nuw— rncc 
"demta secunda dat 

4 jUL (fJL — 1) Li~N uuzm (n^ 2 y -{- 2) uu — 2 (jul— 1) cc, seu 

4^(|UL— OLm — 2 QjL— l)(MM4-rc), hincLi^^^— j 

qui valor in prima sustitutus dat 



— (2|UL— l)(ceH-uz^) -f-2|ULMw — (ah~2|jl-+- 2y) uuzizncCy 
seu 

2|UlMw— (n^2jUL— l)CC-+-(/l-H4|UL-f-2K— i) uu. 

Ergo 

Si n 5> , superius integrale evancscit posito o; — , quare si 
ponamus ' x zzz a , orietur haec aequatio 

. (^ec+uu)ddy (n H- » H — t) (c e -^uu^dy . (fi -f- v) tt 3 y 

— (nn- 2jUL-4-2 y)j/ir:a^(aa-+- iuO^^'(cc — da)»+^, 

/ cujus integr^le cst 

y ziz/x^^^ d X (uu-^ X xy- (c c — X xYj 

integrali hoc ita sumto ut evanescat posito arnsO; tum vero 
posito xzzzc^ 
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Corollarium 1. 

10 33. Si capiatur wzizcy ut postrema pars fiat —0, si- 
quidem exponens y -f- 1 sit nihito major, formula 

y zzifx^'^ ^ d as (uu -}- x x)^ (c c —- x xY 

posito xzzLCj post integrationcm ita pcractam ut casu a: zzi fiat 
y izz , crit integrale hujus aequationis 

u(cc-*-Mu)3dt/ — (n-h-2|ui— lXcc-hUzOc)w3y — 2(jjL-f-y)Mudttdj/ 

-*- 2 jUL (/i -+- 2 jUL -f- 2 y) u y 5 u^ — . 

CoroIIarium 2. 

103 4. Sitn^2|ui— Izna, et7z-+-4jUL-H2j/— izz:(2, 
fiet 2|UL=:a-4-i— net 2 j/z:(3^1— n — 2a— 2-+-2 7im|3— i-*- w— 2a, 
et aequationis 

u(cc^uu)ddy — (acc-f-|3wu)3u3y-*-(a-hl— n)<|3 — a-hn^uydu^^zO 
integralc erit 

j/ znya?^""' 3 ^ (zt u -+- :t: o?) « (c c — x x^ « , 

posito a? — c, si modo sit n^ et (3 — 1 -}- /i 5> 2 a. 

Scholion. 

10 35. Hacc constructio latissime ad hanc acquationcm patet 

XX (a-^bx^) ddz-^-xCc-^ex^) ^xdz-^Cf-^gx^) zdx^zziO y 

primo cnim hic sine detrimento araplitudinis sumi potest n ~ 2, 
ponendo x^zizuu. Tum vero uti supra §. 99 7. vidimus, poncndo 

"- - ^ T, hc — ae , . 



ZZIZX a (a'+-bx) nab ^^ y^ 

acquatio abit in hanc 

xxCa-^bx^^ddy-^x [2a~c +-2a7j-H(26— tfH-2n&-+-2i/Oa?T3a:3y 
-+-[y- ah-ch ^ ahh-h {p \^ {b—c ^nb-\ Wi)(/n-/o)^^y^^^— O^ 
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iibi 81 h ita nccipiatur, nt «it ahh-\-(^a — c) A-4-yziiO, pro- 
djt aequatio forinae, cujus constnictionem dedimiis« In casiboa 
autem special%)us difHcultates occurrere possunt, quibus superandis 
sequentia exempla inserviunt. 

Exemplum 8« 

1036. Sit y — e^^^^^x^^ic-^xy, tril 

Integrabilem ergo reddi oportet hanc formulam 

^ux Q^;^x{c — xy (jn mLa:x-4-mMa:-^ N), 

cujus ihtegrale ponatur zzl z^"*^* x^"^^ (c — a:)^+', cuju^ propterea 
iliflfetentiale illi fbrmulae aequari debet: quod cum «it 

^^* x^d:x:(s—xy [mzia:(c— a;)4-(n-+- 1) (c^x) — (K-+-l)a:], 
^rit 

N — <n-f-0^> mM =z m cu— (n-f-y-4-2), mmhziz — miu 
Statuatur nunc x zz a, et formula 

y —fe^'^^ x^^B X (c^ — xy 
«rit integrale hujus aequationis 

Hic poni potest mznl^ ac Bumto cz:zia^ aeqtuttionis 

uddy — au3w5t/-4-<n-Hv-4- 2) dudy — (^4^ i) aydu^zizXij 

integrale est y znLft^^ x^ d x (a — xy^ posito post integrationem 
x:zzza^ dum sit j/-^- 1 ^t), et n--)- 1^0, ut integrale eva* 
nescens reddi possit posito xzzzXi. 

Corollarium 1, 

1037. Si hic ponatur y zzze-ff^^^^ erit 
iidz-+<2izzdu — auzdu-h (n-f v-+-2) c^u — <n-^ l)o3zizz:0, 
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cujus integrale est 

^^ y d^ y*e** x^ d x(^a — xy 
liia aequatio autem posito zznla-^v^ transmutatur in hanc 

M3i;H-iit;t;3u+(7i-f-K-4-2)t;3M — laaudu — |(n— K)adM— 0, 
quae ponendo t; zzz m""*~^-"* s abit in hanc 

Coroliarium 2. 

10 38. Sit porro 

u-^-^-^^u — dt seu u-'»^*-' — — (n-t-y-f. l)f, 

ut fiat 

ds-^ssTit^laa w*«+^^+4 a f — |(„ „ y) ^11+1» + 1 ^t—d, 

quae ergo aequatio etiam construi potest. Yel sit 
— (n -4- y 4- 1) < nnr, erit 

— an — a¥^4 —»»—«¥— 3 

5.var aar ^+»-^~ 3r (n ~ k) r ""^^+^~ 9 r 

3 5 -H 1 ZH 0, 

n-Hi/-Hl 4 (n -t-y -f- 1) 2(nH-K-Hi) 



quae posito szzz — (n -f-K+ i)q abit in 

— an — av — 4 — *** — *' — ' 

aar *+'+~ 3/— 2(n— i/)r «+» + » 3/- 

9^^.^^a, ^____ = 0, 

hicque est 



n-+-v -f-a 



uzzr^^H-^-^' et zzzLla — (n -f- k + 1) r'*^''^' y 

S c h o li o n. 
1039. Cum aequationis difTerentio - differentialii 



■* c/ y ■ n ii «i^" I 



' Vol. 11. 31 
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integrale sit y znf^^x^ d x (^a — xy ^ yideamus, quomodo hae6 
ipsa aequatio in alias fornias transfundi possit. Sit primo u ZHL ol t\ 
ideoque d uzzKiXt^'^ ^ d t^ unde fit 

1"^ ^y ^ (n-+-K-4-2)3y X(n^ i)aydt 

— W.-N :^ aoy-i 1: — — 0: 

aXU t^-'dt ^ at^ t 

tumatur jam elementum '^t constans, eritque 

33j/ 0^—i)dy ^ . in-hv^2)dy Mn-hi^aydt 

aXt^-'dt aXt^ ^ ai^ t 

seu 
ddy-aXat><- ^dldy \ P^^-^^^"^;^+'> i^^-^aX\(n^l)af^- ^ydl^zziO, 

CUJU8 integrale est 

at^ X ^ 
y =!/« x^ox^a — xy. 

Ponatur porro 

Ad terminoa elemento d z afTectos tollendos statuatur 

fietque ac prodibit haec aequatio 

ddz-zdt' [Q^i±^^±^ z=z 0, 

cujua propterea integrale est 

laat^ Xn-fXir+X-Hi at^ x ^^ 

zzne t a fe x^ o xia — x)\ 



Quodsi ergo sit vzzzuy X X (3 n -f- 1) — 1 m 0, seu 

X=:7=p;, et a=i±|zzrt:2(2n-f- 1), 
habebitur haec aequatia 
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2 



GUJU8 integrale est 



Yel hujus nequationis 
integrale est 



zzize ^ tfe^ a? — *^ ^dx(a — x) — •^ *: 

unde occasionem arripimus hujusmodi integrationes generalius inre* 
stigandi. 



Exemp lum 4. 

10 40. Si sint P et O functiones quaecunque ipsius u , et 
capiatur 

posito scilicet post integrationem x ~ a , erit hic valor ipsius y 
integrale cujuspiam aequationis differentio - differentialis 

0U^ du ' ^ 

quae quaeritur. 

Ad calculum contrahendum ponamus 3P~P^3u et dP^zzP''''^^, 
item aQ — Q'du ct aQ^^Q''''^!*. Hinc erit 

|-J = Py<<?*a;'«— 'axCa— a:)*— '^PQyc<?«a;«aa:(a— «)"— et 

P QV«^*^" 3 3? (« — xy—* _pPQ'Qyc<?* x''-^-' d x (0—»)»--* 



244 . CAPUT X- 

unde colligltur 

hddy t M9^ 



d u 






/e<?*a:»- 'dx(a—xy-' (. LP^^^+^LP 'Q^^^i^+LPQ^^^ar+LPQ^Q^a^x > 

1 4-MP^+MPQ'a:-hNP f 

quod integrale statuatur izic^*a:^(a — xy^ ita ut eyanescat posito 
xzzza^ dum sit v^O, uti eliam evanescit casu xznzo si modo 
V J> 0. Cum igitur hujus forraulae differentiale sit 

^Qac^n— X ^ ^ ^^ _^ o:)^""' [Q x (^a — x) -4- n a — (w ^- v) ar], 
ejus comparatio cum forma inrenta praebet 

L P^'' -h M P'' + N P =z n a , 

2 L P' Q" -I- L P Q" H- M P Q'' rr: a Q — (n + k) , ct 



LPQ^Q^^zz:— Q, ergo L— ^,^„ hinc 
M — ^ — ^^^^-^'9 ^ O^^l- et 

^ PQ^ PQ' l^P PQ'Q' r pQ'Q'<y ^^ 

P "^ P P Q'Q' p • 

sicque aequatio differentio - differentialis erit cognita* 

Corollarium 1. 
104 !• Si velimus ut sit M— 0, erit 

quae pcr -~ multiplicata abit in hanc 



"V-^^^dQ 


Q 


9Q 


dQ' 
0*" 


cujus integrale est 












Const. 


sive 




P — Cc ' 


»Q - 
Q 


• 




* 



0. 
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Corollarium 2. 

1042. Sit Q = 2au^, erit Q' z=: 2 aXu^-' , et 

— aau^ X(«-t-v — i) -f-i 
Pr::Cc u s^ — ^ — , hinc 

aau^ — X(ii-t-»-t"i)-t-5 

N — — -U -^^-?. at est 

Q u— '^+* 

, et ot» 



dQ^^^aXXdu^ 



^ — - a X au^" a u + Xfn-f-v-04-. gjt^ ^^.^ 



^ = -aX(X-l>au^-»au'-Ml±^- . |l'., aaX\aau-^-W 

— «X«[> (»■+■)._ 1) I 1] j [X(n4-y-n -f-.]* 



seu 



^^^raaXXartu»'^-»^^*— aXX(n-i-K)rtu^--«au2-H^^^-^~'^:::i . il*, 
fainc 

C r o 1 1 a r i 11 m. 3. 
10 43. Hinc crit 

et hujus aequationis 

|~F — !/ [aaWaau'^-* 4-aXX(/2— v) a u'^-» -l- XX (n-i-y-O'- .^ 

*' 4 ^ * 

integrale est 

— a a li^ Ml±L!!nOdlI ^ 2 a/i^:i: 



n 

L 
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Fonamus a = ^, 

X(n — »/)=/, seu v = n— ^, et ^^^"-^^ "''>'- 
unde fit 



/-hX+y(i +4g) ^* — /-t -X-4-y(i+ 4g) 

a 



n_ ^j^^ 1^ et v__ ^^^ , 



et hujus aequationis 

d d 1/ = y d u* (a au*^^ «-l-a/u'^-* -4-9'tt""') 
Integrale est 

Hf j^X XCn-t-v— i)-h-i a«^x 

y = «^ u * /e^ a;"~"'da:(a — a:)» — ', seu 

nf j^X i-t-V(i-+-4g) ax^x /-X-t-y(i-Hg) -/-X+V(-4-4g) 

yz=.e^ u « fe^ X '^ 3a7(a— ar) ''^ 

Corollarlum 4. 
1044. Si ponatnus a=:^> 



n — jy-* ec y — ^-5^- -, 

unde hujus aequationis, quae cum praecedente convenit, 

integrale erit 

y—e^ u * fe^ X ""^ da:(a~ar) " ^ 

ubi necesse est sit n ^ et k^ 0. 

£xemplum5. 

1045. Si ponamus y zrz / d x iaa — x xY"^ qos.olu^x^ 
posito post integrationem x ziz a, ut y aequelur certae /iinctioni 
ipsius w, invenire aequationem differentio - differentialem^ cui ea 
satis/aciat. 
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Cum sit 
l^ zz: — aX i^^^^fxdxiaa — x xy^ sin- au^x^ ct 

|^-/r3a:(aa-a7a:)^-* [-aX(X-l) M^""*sin.au^a:-aaXXu^^""*xcos. au^o?]. 

Hinceritt|-^^-^.l«|?4-Ny = 



v-i:^ ) ^ cos.au^ar-aXMu^"'^:^ sin.au^a:-aX (X— 1 yLu^^^x sm.cLi^x 
^^^ ^ ^X — aaXXLu*^""*a7a:co8 olu^x. • 

Fingatur integrale ni (a a — x xY sin, au^ x^ quod evanescit posito 
tam X zn quam xzzi a^ repertiturque compafatione instituta 



L iz: 9 mzzz u"~'^"*"', Niz:aaaw\ 

aX X aX X 

Quare hujus aequationis 

^32^_(2Xk — X-4- 1)|£ -f.aaXXaau^>--*y=:o 



integrale est 

1/ zzif^x iaa^^x a:)*""" cos. au^ x. 

Corollarium 1. 
1046. Si crgo sit y zz --^^ i. et a n: ^ , hujus acquationia 

integrale est 

y^mfdoo^Caa^^xx} «x cos. ^u^jp, 

si quidem post integrationem statuatur xizza, integrali ita sumt6 
ut cYanescat posito ^x zz . 

Corollarium 2. 

1047- Si igitur sit ^^-7^ — i numcro integf o» seu X zn- ^j;^^ l 
httjus acquationis 
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integrale est 

y ~/d X (a a — x x)' cos, ^u^ x 

quod revera exhiberi potest. Prodeunt scilicet casus integrabilet 
supra indicati. 

S c h 1 i n. 

1048. Cum posuerimus y zzz/^Y ^ x^ existente V functione 
quacunque ipsarum ueta;, quarum autem in hac integratione sola :r 
ut yariabilis ti*actatur, non opus est absolate integrale ita de,termi- 
nari , ut evanescat posito x~ ^ sed sufScit ut certo quodam 
casu xznb evanescat, qno facto si porro ponatur o: — a, ut y 
aequettu: functioni cuipiam ipsius Uy quam per quadraturas assignare 
licet, quandoquidem hic integrationem formularum simplicium nobis 
concedi jure postulamus. Atque hie valor ipsius y per u expres^ 
sus integrale exhibet cujusdam aequationis differentio - differentialia 

L a a y -I- M a tt a y +N y a M^ zz u a u^ 

ubi autem necesse est^ ut haec formula 

integrari actu possit^ quod integrale itidem ita est capiendum, ut 
eyanescat posito xzizh^ tum vero posito arnia, id fiat zn U- 

Problema 131. 

1049« Si fuerint P et Q functiones ipsius x^ at K functio 
ipsius u, ac poaatur 

j/=/Pdar(X^Q)% 

integrali ita sumto ut evancscat casu am: 6 , tum vcro statuatur 
x = a, ut pro y prodeat functio ipsius u, inrenire aequatiomm 



CAPUT X. 249 

differentio - diffbretttiiUcm kter y et u, cul ille ralor ipsius y .sali8> 
aciat. 

' «oiutio, ' 

'Sit 3 K ~ K:' a tt et a YJ — YJ'^'^ «, ct ob 

y =:/(K: -4- Q)* P.d x,-erit |^ —fnTL' (iC 4--Q)»- • Vdx, 

•c denuo diflercntiando 

^J —f\n¥J^ (K: h- Q)«-« -f- n (n- l^TC^ K^ (K-hQ)»-^] P d x, 
luide si L, M, N dcnotcQt fuxicllones ]|)siu$ u^ erit Jiaec expressio. 

- -air^-+-Tr-l-Ny-/Pax(K-hQ)«-»X 

LN (K -i-Q)" -+- n M K^ (Kh- Q") + n L K^-' (K-kQ) -h n (n— l) LK^K"] 
_.p.^.,. .)y.-=jNKK-^nTVlKK^-HnLKK-^H-n(n-l)Lrr) 
-^ ^ -"^ iH-ONKQ-f-rtMK^Q-H-nLK^^-^QH-NQQ^-* 

§ 

quae «um dcbeat esse intcgrabilis , slatualur integrale 

— R (IC -H Q)'* - -• 4- Const. 

ita ut cvanescat posito ut.aate' o; ~i>, ubi II sit Xunctio ipsius x 
tanlum. Cujus formae diffcrentiale quia est 

oporlct sit 

[N X K -^ n M K K' -+- n L K K^'' -+- n</i — 1) L K'' K'] P D x ' 
-+■ (2 N K -t- nMK' -1- nLK'''') PQ a a: -f- N P Q Q d ar 

— K a R ^- Q a R -H<« — i) li 3 Q. 

Ilic ergo duplicis gcneris tcnnini adesse debent, alii ab u plane 
lilieri, ain vero funcuone K allccli, quos deinseps scorsina aequari 
•conveniet. Ilunc in Hnqtn ponamus 

.\ K K -f- « M K K' H- n L K YJ^ -f- n (n— l) L K' K' zz A -+- a K 
2 N K -f- " M K' -I- n L K'''' z= 33 -+-p K , et 
N 1= C -+- 7 K. 

Vol. n. ' 32 
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Ex binis prioribus elidendo M colligitur 

— NKK-hn(n— l) 1..^ K^— .V. ^r^a K ~ B K — ^ K K^ 
unde ob N ~ C H- V K , concluditui* 

. A -f- foc — C) K — (i3 -- C) KK-4-^K» 

^ ' nJT^ i)YJhf '■ ^ ' 

hincque 

^r a-l- P K— a N K — n L K"^ 

l^ — ne^ » 

il» nt ex functione K liiterae L, M et N, determinantur^ dunr 
A, ct, By j?, C, y constanles. ciua&cunque denotant. Nunc auteixt 
auperest ut cfiiciatur 

(A -4- a K) P a X -f. (E -+- (3 K) P Q ^^ ^^(C -1- V K) P Q Qa^: 
— KaR +.0 c)R + (n — l)Rd!2r 
unde dupKcis generis terminos seorslm aequanda, fit 

Paa:(A-4-B.Q-f-CQ.Q)=:QdR-HC« — l)RdQ. 
P a o? (a -h |3 Q -l-y Q Q) ii^a R, 
idcoque 

h^Jl'^,^^-.Oxi2z::l)^l^^ seu 



dK {n-^^^dO (a:-|-PQ-4-7 Q Q^V 



R. AH-Qb-aJQ^C — P;QQ — 70:*' 

unde ex functione Q functio R definitur : tum vero erit 



A^-cB-«J5i-h(c-i3;jtsi-7 03* 

Abeat jam. integrale iilud R (K -f- Q)'*- ' + Const. in functionem U, 
posito a?=ia, ac valor initio assumtus 

_ . (n — l)RaQ(K + Q)^ 

"" A + (B — a) Q H- (C — p O Q — y Q^'^ 

«lit iiilegrale hujus aequationis differentio.diffbrentialis 



Corollarium U 

J060. Cum pro Q functio quaecunque Ipsius x accipi pos- 
^it, uihil impedity quo luinus sumamus Qzzia?. Tum igitnr 
t)portct R ex hac aequatione 

R A--hXB — tt^-f-(C — pjxx — 7x3'» 

tritque pro K functione quacunque Ipsius u iassumta 



♦ . 



A -f- (B — a) o? -4- (C — (3) a; a: — y ar^* 
in quo, integrali ita sumto ut, posito ^rr&, eTanescat^ deinceps 
'Statui debet xziza. 

C or 1 1 ar ium 2. 

'1051. Ex functione autem K aequatio xliffercntio - differentia- 
lis ita formatur, ut sit 



A — (B — a) K -4- (C — P)KK>4-7K3 



du\ 



M = i^i^^^K-3„_^, .etN = C+vK. 

Deinde m expressione R(K-4-a?)'* *+ Const. ita constituta, ut 
posiio xznb cvanescat, ponatur a:n:a, et functio ipsius u inde 
resultans votetur U, eritque aequatio differentio - differentiaHs 

'C r 1 1 a r 1 u m 3. 



1C52. Si expressio R(K-f-a?)^ — '-4- Const. ita sit compa- 
rata, ut utroque casu a^zni et xzna evanescat, seu potius Ki 
termini integrationis ita constituantur, ut hoc eveniat, formula pro y 
assumta satisfaciet huic aequationi 

Lddy-f-M^uDy -f.Ny9u*rz: 0^ 
•quae si deinceps in alias formas transmutetur ^ earum quoque intc* 
gralia assignari poterunt. 
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P^robletna- 1:32/ 

.105 3- SV fuerint P, Q fiinctibties ipsitts" ^r, at K funcdo 
ipsius u, rc ponatur y ±iry c'^ ^ P 9 \a: , integrali ita sartito ut eva-- 
nescat casu a:~fr, tum vero ponatur x-^^d^ et jr aeqtrabitw 
functioni ipsius f4> quae sMisfaciet cuipiain aequaiionl- ^Jfferentio-* 
diflerentiali, quam invenire oportet^ 



« •*■ 



S 1 u t i o; 

Gam siti y rz:r /a^^fi-P 3 a?, evit 
|2 m/e^Q-rP Q.ao:, et |^ iz:/6Na:P5a-(K/^Q ^^K^^K^^QQ)^, 
"unde fit 
. ^-^^-4-N2/:=/^^2:Paar(N.^^ 

cujus integralc statuatur e^^ R -|--Const. qaae expi^esaio cvanescat 
posito X .~ b 5 ficiique oportet 

3 R -H K R5Q~Paa:[N-4- (MK^-hLK^O Q.-hLK'K'QQ1 , 

ct ob rationes ante allegatas faciamus 

L K" K^nr A + a K, IVi^K" ^^ L K^^ ir: B -f. ^K., N-:=-C n^-y K , 

eritque 

atque obtinebimus has aequationes 

a R — P a a: (€ -f- B Q 4- A Q O)^ 
R d Q z= P a a? (V -+- p Q -h a Q Q),. 
unde colligitur 

a» 3Q(c-4-Ba ^ A 9 &) 

K 7-l-PO-haOO' '■ 

ihventaque functione. R, erit' 



Pdar 



R^Q. 



ita ut sit 



S^jaftn expressio e^C^R--h Gonsti positb- arr^tf abeat m fuirctio-- 
Dem U, neqnatio diflreremio-diffei^entialU, Gui hoc integrale conve^ 
xHtj, erit« 

C r o llar i u m 1. 
f05 4. Hic pro Q scribere Iicet x ut aritc, unde fit 

ct U oritur ex forma c^*R-f- Consl. posito xzzza. Valor antenf 
jpsius^R', pro ratione cocfffcientium a, p^ y varias fornias induei^e 

porcst; 

€ o r ol 1 a ri um 2. 

105 5. Pro K autem quaccunque functio ipsius w accipi potest,- 
a- cujus indole acquatio diiTerentio - difFererJtialis pcndet. Erlt autei»' 

unde a^quatio diirerentio-differentialis est 

e o r o H a r i u m* 3. 

1^0 56. Cmu' hic etiam u ex calculo excedat, perinde est- 

cujusmedi funcuo ejus pro L assumatur, quin etiam sine detrimente 

amplitudinis poni potest K nzu, dummodo ratio elementi, quod 
oonstans assumitur, habeatur. 

Sc h li o n 1. 

ro57. Si ergo sumatur Kzzim, atque elemenftum ^ u suxtik^ 
tUr constansy ut fiat 3 ^^K-nz i^,- hinc ista aequatlo construi poteat* 



ji» 
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— d^^i 1 -g^p^ h(C -f-yu>j/ — U, 

'esjatente U ejusmodi functione ipslus u, quam descripsimna. SimTB 
autem modo ex praecedcnte problemate construl potest haec aequcti» 

'[A— (B— a) M-t- (C~p)wuH- yw^jII^ ^.(n-t-i ) [B— (2C— p) w-2 viitt]|Z 

•^ n (n — i ) (C -♦. y M) j/ =1 U, 

quae aeque late patere est cenaenda, ac si functionem quamcunqae 
ipsius u loco K scripsissemus. Hinc enim loco u scribendo functio« 
nem quamcunque ipsius t, ac dt pro constante sumendO) omnes 
illae formae deriyari pOBSunt. £x quo haec aequatio multo latiuS 
patet iliai quam supra in genere per ^eries infiaitai resolVimua» 
Flerumque autem hae aequationes ita sunt comparatae, ut earum 
integratio aliis methodis expcdiri haud possit, quocirca haec metho- 
«dus omnino digna videtur, ad quam ailterius excolendam Geometiae 
(Omnes vires intendant. 

'Sch-olion :2. 

1058. In investigfttione hujusraodi constructionum ita sum 

ircrsatus, ut primo quasi per corijecturam formulam quandam difFe- 

Tcntialem y V ^a; — 2/, in qua V erat certa functio ipsarum u et o^ 

tibi autem u ut constans spectabatur, assumseram, indeque dato 

ipsi 07 valore tributo pertigerim ad aequationem differentio-difFeren- 

tialem inter u et ^, cui formula ilia assumta satisraceret. Hic 

autem observandum est iliam formulam integralem non prorsus ab 

arbitrio nostro pendere, sed certa quadam indole praeditam esse 

debere, ut evolutione facta res perduoatur ad aequationem difFeren- 

fialem secundi gradus. Quamdiu autem hanc electionem soli con- 

jecturae permittimus, perpaucae hujusmodi formulae menti se ofFe- 

runt, quae ad scopura propositum perducunt : multoque minus spe- 

rare licet, ut hoc modo unquam ad datam aequationem differentro* 

diiFerentialem perveniamus, casuiquc petissimura tribuendae videntur 

iionstructiones» quas hic tradidimus. Cum igitur longissime adbnc 



t 



--- --"" C:ftFl}T K. - *.. . - 2&5^ 

simus remoti a^ s^olutione problematis, quo proposita quadam aequa- 
tione diflerentio-differemiali quaeritur formula illa ejus integrationem 
suppeditans, quod problema^ an unquam solutionem sit nacturum, 
admodum incertum videtur^ eo magis* opera est adhibenda, *ut saU 
tem pro casibus particularibus investigationem fpimulae integrantis 
ex indole aequationis propositae derivarc conemur, sicque quodam 
modo Tiam ad solutionem directam paremus. Ad hoc autcm seriesf 
infinitae, per quas hujusmodi aequationes supra tesolvere docuimus,. 
utiliter adhiberi possunt ; unde ia sequenti capite raethodum expo- 
nam ex serie infinita solutionem cujuspiam aequationis difFerentio^- 
diifei'entialis> continente, formulam illam integralem investigandi*. 
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CAPUT XL 

B E 

CONSTRUCTIONE AEQUATIONUM PIFFERENTIO - DIFFEREW- 
TIALIUM EX EARUM RESOLUTIONE PER SERIES 

INFINITAS PETITA. 

P r b I e m a 133.. 

1069. 

jLioposita serie indnita 

A-4-B*-4-C f* -{-.... ^M 5'~- ' -4- N 5* -f. ctc. 

in qua sit B_— ^A, C _ ^^;^^ B, D _ 3-;^-^-^- C , et in 

gcnere N ~ ~nJ^k ^' ^J^^ summam per formulam integralcm 
ejcprimere. 

S o 1 u t i 0. 

Fonatur summa quaesita imz, ita ut sit 

c = A ^ B 5 4- C / -+- D ^^ -4- -4- M ^ ' — ' ^ N 4* ^ ctc- 

critque difFerentiando 

^^* — 0A^-lB5>-f-2C^^-+-3D^^4--... -+-(i— l)MA'''-'4-iNA'.+.etc. 



'CX cujus combinatione cum praecedente orilur 

^— 4- /i z =1: /i A -h ('^i -H A) B ^ H- (2 m -4- /i) C j^ 



• • 



-!-[(/— l)m-+-/i]M5'-' ^-Cim-f-;!) Ni*-f-etc. 
Deinde vero etiam sirailt modo est 

"^ -4- A- z — A: A -f- (« -I- Ar) E * -f. (2 n H- A) C ^* -f- 

[ (/ _ I) n -+- A-] M i*— + (i ?i -f- A) N j'' -H etc. 
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I 
ergo ob 

(« H- Ac) B zr A A , j(2 n -f. Ac) C zz: (m 4- /i) B , ctc. erit 

^p H- ik z = Jfc A ^ A A ^ -I- (m-4./i) B/ ^ (2 m^h) C s^ H-«tc. 

unde manifesto conncitur 



sdzOi — ms) -^zd s (k — h s) zzzk Ad s 
hoc cst 

Cum nunc sit 

ds(k — h kdj , (mk—n h)ds 

s (n — m $) ""^ n s "* n (n — ms) ' 

aequatio ista integrabilis fit multiplicata per 

fc nh — mk 

^" (n — m ^) '^^ , proditquc 

(n-^ms} '^^ s^zzzzAkfs^ ds(n — ms) ^^ 

quod integrale ita capi oportet, ut posito s zn fiat znzA, quo 
observato habebimu6 

k mk — nh k . nh — mk 

zzizAks "^ (n^ms) ^'^ Js"^^ dsCn-^ms) "^"^ 

Corollarium 1. 
106 0. Peculiari solutionc eget casus m~0, quo fit 



^bs( k — hs) A fc d $ 

* —hs 



3 z-f- — , 

* ns ns ^ 



quac per s^ e ^ multiplicata praebet 

~h% fc_ — h s k^ 

e~^'^ s"" z — ^/e~ s"" ~ ds 
ideoque 

Vol. II. 33 
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CAPUT XL 

9 E 

CONSTRUCTIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIO - DIFFEREli- 
TIALIUM EX EARUM RESOLUTIONE PER SERIES 

INFINITAS PETITA. 

P r o b I e m a 133. 

1069. 

jLioposita serie infinita 

AH-Bs-|-Cf*-h +-M i*— ' -+- N ^* -I- ctc. 

in qua sit B ="^^A, C z=z ^f^^ B, D:zr|f^J C, et ia 

gcnere N zi: ^' ~nJ^k^ ^ ^ ^J^^ summam per foxmulam integralcm 
ejcprimere. 

S o 1 u t i 0. 

Fonatur summa quaesita zzz z^ ita ut stt 

3 = A ^ B 5 4- C / -+- D ^^ -4- -4- M ^ ' — ' ^ N 4* ^ ctc 

crilque difFercntiando 

^^* — OA ^- 1 B5 -f-2C^^-+- 3D^^4- • . . • -+-(i~l )Ma-*'-' -f-iNA^'-t- ctc. 



Bs ^ 

tx cujus combinatione cum praecedente orilur 

^r 4- 'i 2J =i: /i A -h On -H /i) B ^ H- (2 m ^ h) C s^ 

+ [ (i — 1 ) m -4- h] M s^^ ■ 4- (i m h- h) N ^' -f- etc. 
Deinde vero etiam siraili modo est 

^* -h A- z zz: ft A ^ (/i -f A) B a -f. (2 w -h- A) C ^* -f- 

[ (i ^ 1) n -f A] M i'-» -f. iin ^ *) N ^* •+, etc. 



CAPUT XL 257 

I 
ergo ob 

(« H- Ac) B zr A A , j(2 n -f. Ac) C zz: (m 4- /i) B, ctc. erit 

^j^ H- Jk z = Jfc A ^ A A ^ -I- (m-4./i) B/ ^ (2 m^h) C s^ H-tftc. 

unde manifesto conncitur 

i^-f..fcz = *A + ^,— -f-/i*z, seu 
sdzCn — ms) -^zds Ck — h s) zzzk Ad s 

hoc est 

;n zdjjkr^bj) kA ds 

^^"^ 5{n — mO *(tt- mj;* 

Cum nunc sit ' " 

ds(k — by) fcay , (mk—nh)d5 



s(n — ms) ns *^ n(fi — ms) ' 

aequatio ista integrabilis fit multiplicata per 

* n_fcj— mli 

^" (n — m ^) '^ ^* , prodltquc 

(n— my) '^^ s^z — kkfs^^ ds(n — ms) '^^ 

quod integrale ita capi oportet, ut posito s zz: fiat ziziA, quo 
observato habebimu6 

r 

2j:i::A*^ " (n— m^) ^'^ J^'^^ dsCn-^ms) '^'^ 

Corollarium - i. 
106 0. Peculiari solutionc eget casus miZiO, quo fit 

^ i_ %ds{k — b s) Afc d s^ 

. * ns *■" ns ' 

quae per s^ e ^ muitiplicata praebet 

— ib^ fc^ — ds fc^ 

« ^ 5^ z — —fe "" s^ d s > 

n •' 

ideoque 

Vol. II. 33 
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zz:z~ e"" s "" /e "" s"" ds, 

iiitcgraU ita> sumto, ut fiat s — A posito s — Oi. 

C o r o 1 1 a r i u m 2^ 



1061.. Gasus etiam n— seorsim r^solvi debct,- aequa> 
tto enim 

bs — fe\ Akds 

"^ ns s 

multiplicari dcbct per \y^ «'"^ et invenitur inlegraloj 



* \ ms s ^ 



ideoque 



^ms ^m ^— _ A* ^^vis ^m ^ 



— fe ~_& A. ^ 2 

171 -' 



C o r o 1 1 a r i u m 3; 

1062. Si fuerit et m =.0 et n — 0,. ob N~ j^M,. series 
nostra erit geometrica, aequatio vero nostra erit 

za s (^k — h s) ziz A kd s scu z ~ jfzirj^";r 
uti natura rei manifesto postulat. 

S c h o I i o n. 

1063. Imprimis hic casus notari merelm', quo cst fc £t 0, 
et' summa z sine signo integrali exprimi potest; erit namque 

L 
(ji^^m sy^ z zn Const. 

^ quia si szzzO^ fieri debet z — A , erit Const. m A ^i** ideoquc 
z—kn!^ (jx^ms) ^ , seu 5J=:A i;^:^/^y 



CAPUT XI. 



2h9 



wd eGam 

-h 

At vero integratio etiam succedit .casu qixo ifcrrTa, erft enim 

s z — A n/d s (n — m s)^ , 

b 



(n — 7n s)^ 



<quod integrale est zn Const. 
^ nn , fit 2; z::: A , cfit :!!=: 



1 



b — m 



, et qnia posKe 



Const. 



m 



• n^, hincqtie 



A n r . n Niu * 



(&-.m)j»- Vn — «5^ ^J •^(/j-^m)^'- V^~n 



An 



Porrp perspicuura est, integrationem expediri posse casu 7c 
«quo cutn sit 

- — ^ -* — 3 

(^n '-^ m sy^ s ^ a in 2 A n/s d s (n — m ^)^ , 

wit hoc integrale 

h 

Const. — —4: (n— m5)^ " -f-r^ 

O— am 

--1 

C„„s.. - ;*i-i („-m.)» -= • 2 A» ("-"■«' 



= 2/1, 



(n*— m^)^ 
b 



•^-^/^^('^-^^)'* 



i — 2 



TCI 



ubi Const. 



b — am 

b^ 

2 A n^ 



(Ji — m) (h — 2m) 



(h^m) (h — 2 7n) 



, ideoque 



^ — 2 

"^^^ r C—^—V 



(&-.!»mU 



3, 



4 71 ete» 



C/> — m)^/?— am)5^ T ^n— Thi' ~ n 

•sirailique modo etiam intcgratio casibus kzizZn, k 
•absoetur. 

Probletna l34. 
J0 64. Proposita hijijusmodi serie infinitH 



' J r ■• 



a$0 CAPUT XI. 

co^'fBcientinin lege existente 

— rir--i A. C — -^^»B, D — j^p:^ C . . . . N _ _^._ M, 

ejus sunmram per formulam integcalem exprimei'e. 

S o i u 1 1 o.. 

i^osita summa 

y =: A 5t -j- B 33 w -P C € M^ + D S) u^ 4- E € u^ 4- etc. 
consideretur serles hoc raodo formata 

z =: A -^ B u X ^ C u" x^ -^D u^ x^ -h^E u^ x^ -+- etc. 
cujus summa posito u^arm^ est, ut modb invenimus 

k mk — nb k - nb^mk - 



zzrAks ^(n — msy ^^ fs"^ ds(n — ms) '«^ 



9 



iiitegrali ita dcterminato, ut poaito ^nz fiat zzzzA. 
Eorraetur Hujusmodi formula integralis 
YzzzfP zdx =fP aa?(A^Bua: + Cu^x^ -i-Du^x^ -+- etc.) 
ih qua u spectetur ut constans, pro P autem ejusmodl functio ipsius x 
accipiatur, ut fiat 

fPxdx-f/?dx,fPx^dxz:§f?xdx,fPx^dx:^%/Px^dx,ctc. 

postquam scilicet in his integralibus data lege sumtis variabili x 
datus qmdem valor fuerit tributus% Cum igitur hinc sit 

fPxdx-^/Pdx, /Px^dx-lfPdx./Px^dxzi^fPdx, etc. 
crit 

B»_ I C€ 2 1 DO 



y=:(A4-^u+i^u»+i^u3_^_etc.)/Pax, 
mde patet fore 

MV MTPxdx 

y — /pd«. — /pdx • 

Quare cum valor ipsius z sit cognitus, tantum superest, ut functio P 
ipsius X conditionibus memoratis praedita investigetur. In gcncrc 
autem csse oportet 



CAPUT 3W. 2^i 

qiiae aequalitas cum sufHciat, ut tantum certo quodam casH, qiio 
ipsi X datus tribuitur valor, subsistat, ponamus in geaere esse 

ita ut pro terminis integralibus sit Q 1:2: 0. Difierentiando ergo 
habebimus 

iiy'^0)Px^dx=:(iix--ix.^yi)Px'-^dx-^x'dQ'^ix^'-'Qdx;. 
seu per x*~* dividendo* 

quae acqualitas cum pro omnibus valoribus^ ipsius i aeque subsistere 
debeaty: hinc duas adipiscimur aequationes 

yPxdx — iJLVdx-^^^dxr et QPxdoff—Cyt — |UL)PDa:+a?9Q; 
undc duplici modo colligimus^ 

y» — ft» ^*- * ^ *^ ^x — (>j — fl)^ 

sicque alterura valorem per alterum dividendo 

QBx »x — jx » ®^" Q «(v«-^^h5 »^ 

quae evolvitur in 

^—.r^c)x ^Vlptl^dx;: 



Q M* M(vx-^H.) 

hinc integrando elicitur 



seu^ 



mde fir 



Q — a:*^ (yx — ^ jui) ^** per Const. mult 






«62 CAPTTT 

!Cma igitur sit 

I , 1 j »H ■>)¥ - ^ 

— X >" (:|UL--ya:) J^» "^ , 

•i haec Integrairia ita capiantur, vt eyanescant posito xzzzH^ tom 
Tcro statuatur xzzz^^ fiet uti h^othesis nostra postuliit 

fVx^dx^z ^^-^.l^J^^ ^f^xi-^dxr, 
9k Tcro in hunc finem necessc cst, ut six 

£ + -J-~l>0 et *Ji=:^ + 1 > 0. 

Ouae conditio si locum habeat, seriei propositae auttima ita exprV- 
inctur, ut 8it 

cxistcntc 

z n: A ft ^ ^ (« — m ^) ^'^ fs"^ ds Oi — m ^) ^* -> 

integrali hoc ita sumto, iit fiat xznk posito ^ n:z 0. Hoc autem 
integraii invento, pro s scribfiftur ux^ 6t hoc valorc ipsius s in 
illa formula substiluto, quantitatem u tanquam cdnstantem tractafi 
oportet, quoad illae integrationes iege praescripta lucrint absolutae^ 
tum enim pro y procfibit functio ipsius u^ summam seiiei propositae 
4exprimens« 

•Corollarium 1. 

10 65. Quia in geminatis coefficientibus nostrae seriei similis 
lex progressionis assumitur, singulas series A, B, C, D etc, et 
S(» ^, ^9 S, etc. inter se permUtare iicet, unde hac methodo 
duplex formula summam seriei exprimens obtinetur* 




CAPUT Xt' 5^63' 

G o r o 1 1 ar i u m 2.' 

i'066. Etsi functio Q non in calculum ingreditur, eam (amisn 
nosse oportet^ quoniam ex ejus indole termini integrationis constltui 
dcbent, ita ut pro utroque fiat Q— 0. Hi scilicet termlni stmt- 
xzz: ei x-z:z^~, dum fuerit 

ubi i est numerus integer positivus. 

C o r o M a ri u m 3. 

106 7. Pro functione Q casus quo veV ^~0 tcI >< ^ 
seorsim sunt evolvendi. Piiore quo ^zzi y est- 





Q^ txx ■ »-» » «: 




Q — e^* xK 


Eosteriori 


[ quo y — , est 




BQ dx(ix-i-fi.~y\y. . #3: 




<J — M * f». 


ideoque 






S c H li n^ 



J068. Constructiones hoc modo odomjmdae proDBWs simili* 
«unt iis, quas capite praecedente tradidimus, cum res etlam ad' 
formulani integialem hujusraodi /Vdx reducatur, in qua V est 
fbncUo binarum variabilium u et x, quarum illa autem u in ips* 
integratione constans reputatur, post itftegrationem vero ipsia; datnt^ 
quidam valor assignatur. Verum taraen haec constructio ad casU« 
m snperiorl methodo ilon contenlos extenditur, quandoquidem fierii 
jpotest, ut quantitas z funcUones mazime transcendfntes involvat.- 



* 
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Yicissim autem vidimus^ mefhodum praecedentem ad ejusmodi aequa- 
tiones applicari posse^ quae per series^ quales hic tractamus^ evolvi 
nequeant^ unde in Analy^in ex hoc Jfonte haud contemnenda incre^ 
menta hauriri posse videntur. 

Pr o b 1 em a 136. 

106 9. Proposita aequatione differentio-differentiali 

valorem ipsius y per Xorraulam integralem construere. 

:S i u t i o 1 . 

Hanc aequationem supra (96 7.) ita in sericm evolviraus, ut 
posito 

yz=:x^(A ^- Bo:^ -f- Ca;^'* -t- D x3« -+- E 0/^»» -f- etc), 
primo exponenti X tribui debeat jadix hujus aequationis 

X(X — l)a-hXc4-/zz: 0, 

tum vero posito brevitatis gratia 

X(X- — X)b-\^Xe^gz=:h fit 

^ — zzJi X 

n [n a -t- (2 X — O a -H c] ^ 



P — — "^^^^ — (aX— i) nb — ne — b -n 

""• an[2na+(aX — i)c-+-c] ^ 



^ 3 n [3 n a + (« X — i) a -f- c] * 

ideoque^ illius seriei positis binis terminis contiguis indefinite 
M a?(* ') * _f- N ar' *, generaliter 



»1^ -- (i -> 0» n n & — (« X > 1) g — i) n 6 -> (i -■ 1) n <» — fe „ 

'^^ rnTTn a -i- (a X — i) a -4- c] ^ ^ 



ubi cum denominator jam habeat factores^ quales ante assumsimus^ 
numeratorem quoque in factores resolvamus ^ quo nihiio aequali posito 
invenitui: 

seu 




\ 



CAPUT XI. M 

Ponatur breTitatis gratis 
nt ait 

et nostra relatio fiet 

• in6 [ina-f-(2 X — Da-f-c] 

Ponanius jam x^ z^iu^ et seriem inventam ita repraesentetnus 

hommque duplidilftf coi*iBcientitai lex ita fte httbebit 



N zz: . ■ ■ , ■ M et 

— mb 



in a-+-(2 X — l)a 



Cum igitur liaec series similis ftitei, quam ante coAstFUj^us , com« 
parationem instituamus, et habebimus 

m — nb, ArzJ(2X — l)A4-|e — Iq^ 

nziz — nb^ et /c — : 

^=z:n6, 7irrr|(:?X — l)54.|ifH-j7, 

y — na, et ^ zz:(2 X — 1) a-J-c, 

Piimum ergo quaeramus quantitatem 2, ct ile litttra af aiftbiguita- 
tem crcct, loco littcrae x in praecedcnte problemate usurpatae uta« 
mur littcra f, sitque utzns^ et qaia csl /c— 0, erit per §. 1063. 

— rgX- 06— e-^n ^(aX — 1)6— ^+^ 

;5=:A(l+«) ^»»* :=SA(1-+-U0 •** 

Vol. II. 34 
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Hoc ralore invento tractetor m «eqoentibos integrationibM qQMii* 

y 
tas tt ut constans, et cum quod supra erat y hic stt -^^ et I 

qnod supra erat x^ erit 

V — ~ 1 ^y^--^» n. I #a^ ft» 

%ibi cum sit uz^x^^ hic valor statim pro u scribi potest ^ nt stt 

et in his integrationibus littera x ut constans spectari debet. Quodti 
autem fuerit 

hacc integralia ita capi debent^ ut evanescant posito C zz O^ quo 
facto ipsi t tribui debet valor tziz^:=i'^* Cum unitas sit mini* 
mu8 valor ipsius i, sufficit ut sit 

Nunc vero cum 

21—1 <M— n^ 

//'^ a«(|X-i/0 ^' f 

fiat quantitas constans^ pro y autem ejus muttiplum quodvis nostrae 
aequationi aeque satisfaciat^ ejus integrale ita exprimetur 

eustente 

— («X— -1)5 — #H-» 

«=:(i-f-«*0 *•* 

S o 1 1 i o 11. 
1071* Si co€fficientes geminatos inter se permutemuSi ut ait 
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71 b. 


h- 


= i(2X- 


-06-f-i« 


n a, 


* = 


; (2X- 


- I)a4-c, 


nb. 


ij = 


= i(2X- 


-1)6-4-1« 



mrz«6, /ii=:|(2X — O 6 -4-i« -4-i7. 
n iz 

jjL=:n6, -tjrzi^^X — i)6-f-ie — i7 

siimaturque X ex aequatione 

X (X ~ i^a-^^.c -f-/rz 0. 
Primo ponatur x^ tzizs^ et quaeratur z ut ait 

integrali ita definito , ut posito s ziz d fiat :&zil ky qui quidem 
yalor A est arfoitrarius, tum spectata x ut constante eric 

yzzzCx^/lP- za/Cjx — vO ''• • 

sntegrali ita sumto ut evanescat pusito t zrz ; tum vero facto 

t:=z^'y 81 modo fuerit J > et i — 3. > o , ob $ zzi ; ubi 

notetur z per hanc aequationem diflTerentialem definiri 
3» A fc — g (fc — fc o 

9 X "~* f (n — m 5) 

S 1 u t i IIL 

1072. Per seriem descendentem aequationem propositam ita 
resolvimus, ut posito 

y := a?^ (A -f- B a:- * -hC X-" -f- D o:^ ^'^ 4- etc.) 
exponens X definiri debeat ex hac aequatione 

X(X — l)*^X^ + Sf=:0, 
tum vero posito X(X— l)a-|-.Xc -f-y n: h , sit 



P — — nn g-HC^X — 1) na-^nc — h Tt 
^— «7i[an6—(aX-.i)6^e ' 



*<|i 
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9t generatim 

1» —«-0'«n. -l -(.X—iK<- ■ )« «-!- ■<-'>»'-» » 

" r.i i.t-: - ;.^— o trrri ■*, 

quflc aequalit48 posito y[(.a — f)' — 4 a/] —Pf ita per iactoreft 

exliibetur 

^_ —«'-nna-i(2\—i-)a--ic—ln][a-l)na-i(2-K-l-,a~^+yi] 

*no[*n6 — (2X — ■i)6 — «] 
Quodsi,jani ponamua x""'», et talem aeriem constituamus 

p;=Aa-f.Ba5m- CSi<'-i-.....-<-Ma)Ja'— -t-NSlu' -t-etc. 

erit 

^_ Ci- t)na— .(iX- na — }c— jp ^^ ^^ 
"^ — i na ' 

g> — (i-Ona — i(2X— t)a— jc-^-ip 

i n » — (2 X — t) t — e ' 

et habebimus comparatione instituta cum constructione generali 

m=ztta, /i=— J(2X— tl)a— |c-.j/>, 

nz= — na, et k=z 0, 

(<. = na, i| = — J(2X— <)a — Jc-(-Jp, 

x = n6, et » = — (2 X — !)*-«. 

Hinc posito s — utziz ar* t, erit 

_» _» 

i = A (1 H-j)" =A(I -\-x-'f)', 

quo Valore invento, si jam Bola quantitas t pro TariabiK habeator, 
orietur liacc constmctio 

1 , *!■— 1' 

y = Cx^/ti-- adHiL — vt) "• , 

ubi termini integrationis ita sunt constituendi, ut utroque fiat 
t »»-1' I I 

tf^qn — yt) I" s«. 
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Solutio. IV. 

» 

1703. Hic etiam coefBcientet gemlnati permutari possnntf 

vt 8tt 

nzzinby * = — (2X — 0& ~ e, 
lL=.na, >)zz:— J(2X— l)a— ic — ijCJ, 
Km — na^ et ^ — 0> 
sumtoque ut ante X ex aequatione 

X(X— l)6 + Xe-4-sm:0, 

ct posito )/[(a~c)* — Aaf)ziips «t 5ii;aj""**y et quaeratur « 
ex hac aequatione 



ita ut posito ^ = fiat z = A ^ unde flt 

zA mk — nh k - n b— m lr - 

zzizkks^ (n-^ms) ^^ fs^ dsCn-^ms) ^^ "^ 

tum rero spectata x ut constante^ erit 

yznCx^/t^ z9<(fJL — kO **' , 

ubi bini termini integrationis ita sumi debent| ut utroqiie fiat 



«•^ (iX — kO ''' =0- 



9chotian« 



10 74. Singulae h«e constructionea plerumque phiribus modis 
exhiberi possunt , cun aon solum X duplieem ysJorem habere ^at^ 
sed etiam formulae radiealea p tX^ f signo: amhigHa gaudflattL M 
hae constructiones alio: «odo aegotium coafieiuttt atque; ysaeMdeiir 
tes, quod quo clarius appareat^ consideremus aequationem 
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xx(ii -^ xx)ddu — ^(* -^^^ydxdy-^-^xf/dx^zizO^ 
iia ut &jt azizi , A— — 1, c~ — l^ eziz — 1 , /^zzO ct g:zz 1, 
atque nziz2 ; unde pro duabus prioribus constnictionibus habetur 
X(X— 1) — XzzzO. ergo vel XmO vel X~25 tum vero i/zzihh^. 
Constructio etgo prinm dat X-0, mz,^2j Azh-I, ni;2, ftziO, 
jULZ:— 2, TiiiHkr, y-2, 0z — iJ; undc coHigitixr 

z-ii^xxt) % et yrC/< ' »3«l-f-i)-' . • 
Yaleant aigna infcriora^ ut sit 

Quae formulae quomodo ^atisfaciant , videamus. Sumta nempc sola x 
variabili, fit 

d z X t dd z t 

et 



d a; i/ ( 1 -f- X 07 d x^ V 

^ ii '+^xxty 

hinc. 

unde conflcHtir 

a:a;(l— ara?)—- 5— «(1 -t-ara;)— ^-HararyrC/-^ -— , 

* ; , . <^(l-+-0'(l-<-ar*o' 

cujus formulae integrale est ^. ^^J^]^^^^ ; quod cum evanescat 
tam casu <=:0 quam casu ti::co, conatructio nostrae acquationia 

Ua ccmfici del>et ; srnnto x pro constante^ integratio ita instituatiir^ 
ut integrale cvanescat posito ^ z , quo faeto statiiatur t r oo^ et 
functio 4psiu6 Xy quae pre y prodibit^ aalisfaciet aequationi pro- 
positae. 



3ui «ntem seeuiidun constructionem eUgamiu , nmita X = , 
eritmr— 2, Ar^^f, w = 2, Jtr:— 2, fxz: — 2, ifr^t, k=:2, 
0^0, «tque 2 ^a definiri debet ex Iiac aequatio&e 

exittente szzxxtivi pbsito '< r 6 fiat s r: A. 
Valeat ngnnm tnperiua, et cmn tic 

maltipUcetnr pcr -^ — ^, eritque integrale 



A» f t -+-•/(! H-») , Bf 

7)^ Vs 



»— « — Vo-h,)* TT" f- •(»-».,)» 

quae posito s:zO dat zr A, qtricquid sit 6. Deinde est 



C/t^ ^zdtCt-^t) * seu y = C/^T^lJ:^ 



9 



qui Ttlor qQomodo aatisfaciat haud facile ostendi potest; hocque 
jnagis ista methodua excoli meretur. 

Exemplum. 

i07l5. Constructiones aequationis dijfferentio '^ differentialis 
xx^t^xxyddy — a:(l -^xxydxdlf-^xxffox^zziQ 
ex profeedente problemate oriundas exhihere. 

Ob nr2, ar 1, ft = — f, c = — f , «r— I, yro, et 
^ i: 1 , pro prima constructione habemut rel X n tcI X :r 2 , unde 

obtinemug. 

• • 

I ») Si X =: , ut modo inTcnimua 

k::2^ ^:z-*29 unde ftt 
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•icquc^ duplex orltur constructio 

alter» i = /<l-^xxO et y=:c 4^t/y^,^>> > 

■ • ■ ■ • • • 

2«) Si X 1= 2 ^ erit ob ^ z: + 2 ,- 

mz:^2y Az:— 2Hh 1, n::2, *z;0, fiz— .2, 
>]=-^2:f:i>Vi:2, 4 = 2, 
unde fit 



— « 



4 =5=i- *->.,, ..Cti 



x-z(,{~\-xxO • ctyzCxyi'"'* '«^td-f-O 
•icque duplez habetur constructio 

altera z == (1 h- a? o; 0~ et y == C «"/^■^^^^TT^* 
altera 5=:(1 -4^*a:0~"^ et y = Cx*f0^y 

Pro secnnda constructione generali babemus: 

3 .) SI X = 4 peimutando illos indiceSy 

mr:— 2, A^hhI, n=2, At= — 2' jul=— 2, TfirHhl, 

K=:2, a=:0, 

unde poslto x x t z= j, primo quaeratur z ex bac aequationc 
t * = r* •*/ ;^ ' ^\- *^ , ut posito i=:0 fiat «=:Ai tum rero erit 



llinc ergo nascitur duplcx cQDStructio 

alt<ra ^^ — — ,/^-h o — ^ *' ^/ — ^ V*OH-fV 
altera a", = •— 1« (T-t- x) «' ^ — Cy ^^^^^ ., 
4.) 8i X=2 babeWmt» 

w=— a^ ;i=-*2:ti» « = 2i *=a, f*z;— 2, 

>j = -^2,:<: i,, v = 2, e=o. 
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posUoqae xstzns, nt ante, quaeratur z ex teqoatione 



i? — «A — »ra-f-(a-^ -»)0 -Htniie 

dt — a» (i-hO * eritque 



deoque etiam duplex constructio elicitur 

altera ^^ = "Att-^P^ et y = C x^/ , 'f^^A 
altera ^-^— ^^^-Lj^ et yz=zCx /^^^. 



£x solutione terlia colligimus primo 

— X(X— D — X+1=0 seuXX=:!, 

ideoque 

Xm-l-l ctpzzzy^Azzi-h^; quare 



6.) si capiatur \z=z^i, erit 

m— 2, /1=14^1, n=: — 2, k=zO, juirr2, >|=:4-1, 
kincque 



ita ut iterum duplex habeatur constructio 

altcra z — iyixx-^t)tiy=,C ^/ ^,^,^yl(, - ^f^ 

6.) Si capiatiu: Xr=-— 1 erit 
m = 2, hz=,2^ i, n=— 2, *=0, )jt.= 2, ijzrai i, 

> = — 2, ^=: — 2, 

hincque 

» = (I +^.)- • ±« et y = §-/«-» » 5 « ( « ♦o'^'. 

unde binae constructionea fluunt 

Yol. II. tS 
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atterft « =r -7- ct yzz — / —, — 



alterat z 



"^ (jxx-k~€y. xj y 

x^ C /•2D*/(l-4-/) 



C /•: 



(xx-k-tf ^ 



£x 8oIuti<^& quart& denlque concludlmus 

7.) Si X=:-f-l, 

Tn.'z.2f h'z:.±_iyn'Z — 2, kz:2, ix=2, i^r^f^i, 

y = — 2, $=0.. 

Poslto. nunc 5 = — , quaeratur- s. er hac: aequatlonc: 



«X 



3« — aA-t-g(a-t-y) ' 

ut poslto f=0 fiat z~Aj tumque erlt 

yz:Cxft~^^~^zdtii-hty^\ . 
unde dtiplex constructlo, 

aitera jrj — „(,+0 «^ «r — ^^J j^ 



altera ^ — — j^jj:^ et y «_ C a;y 77^r+?5- 

8.) Si X=— 1,, habebltur 

m = 2 , ;i=: 2 ± 1 ,, n = — 2 , * = — 2 , /a = 2 ,. I) r 2 q: l, 

V = --2, ^=0, 
at poiho* ^ — *>- qttaeri" debet «r ex; hae^ aequatlone 

d» — »*(i-f-0 » 

ttt poiito.J^O fiat zzzA, quo facto- erit 

y^il/t^^^zdtCi-^tr^-K 
lioque; duplcx. oritur conttructio. 



* • 



CAPUT XI. af6 

ds "~" aj(l-}-s) *' «/V*(i-Ht) 

aitera ^ , — «,{.h-o ^' ^ — » / (.h-o^^O H-»J' 
Omnino ergo sedecim constructidnes «umus consecuti. 

S c h o li o n. 

10 76. Fericulum faciamus ostendendi^ quomodo hae con* 
«tructiones^ quae itiagis arduae videntur^ aequationi propositae satia- 
faciant ; atque in hunc finem diigamus constructionem posteriorem 
No. 4. quae habet 

haec per ^ )/ ( 1 -i-s^ multiplicata praebet integrale 

szy^a^:^s)=:Af^~'~Z=2Ayii-hS^^B^ sett 

aA ^ B^ 

Jam ut posito s=,0 fiat z — A, debet esse Bzz — 2 A, tit ttt 

_aA[yO -t-5) — flA «A 



^' «i^(iH-0 ~"^«» txxY (i-^txmy 



Hinc fit' 



/ ddz \ 



4A 2A<2-4-3?a?a!?) 

et 



tx^ (1 -^lxxy 
12A 6 A(2 + 6 fa?a? + 4 /<a?*) 



••• 



« 

Cum nunc sit ^ = ^/97^^75» «"« 
hincque 



%• 
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^ — jra-t-««)^4-xxy 






XX , 3Axx(l-«.4<jr«-4-Sfi:»j9 




tw^ iategrale est 



tH^txxf 




4 ACxx/ct -f-o 4ACxx/(14-0 



(1 -t-txxfyt 



AkCxx\^0-i-€)f fl \ 



(i 

tt kac forma exprinu potest 

— 2Cx*[35-|-x(|3]/f(l 4-0 
vel etluB boc modo 

£xpres«Io autem ista fit = , prlmo si ^ = — i , deinde 

t zz. 4 wide Tftlor pro y inrentus 



ita per integrationem definiri debet, ut eraneseat posito 1=0; tam 
Ycro ponatur / =: — i . Vel posiio < = — t/ erit 

y-—^^^r v{i- 1»; (^ ""•(•-vxx)) 
iategran ita sumto ut eTanescat posito v:iO^ tnmTerofacto v=i. 

Exemplum hoc sufficit ad ostendendum, quomodo constractio- 
noa exhtbitae aequationi diderentio • diflbrentiali satisftciant ; interia 
vero ti quantitas z transcendenter, per logarithmos scilicet expri- 
mituri consensum nonnisi per calculos nimium taediosos dcGlarare 
Ucct. 



CAPUT Xr. «77 

Problema 136. 



107T* Posito y= C/Ci-^-ty--' (aA-t x)^ di, tn qum 
ihtegratione quantitas x ut constans spectatur, integrali per termi^- 
Jios deinceps investigandos definito ^ ut y aequetur certae functioni 
i^sius x^ invenire aequationes difTerentio - differentiales formac 

mi ea functio satisfaciat. 

S I u t i o. 

Cum sit ex principlis ante stabilitis 

|jz=C/X tCi H-0'"' Ca-\-tx)^-'dt et 

|^=z:C/X(X — i)ttii ^ty-^ia^txy^-^dt, erit 

[X(X— l)Liia:x-i-XM<a:(a-4-<a?)-HN(aH-ia7)^]zr 

JNoa +- 2Nate -+• Nttxx 
^^Mate-nXM/tea: 
^X(X--l)Litea:) 
quae formula sumta x constante absolute integrabilia esse debet. 
Ponatur ergo integrale 

C (1 -^tyia^tx)^"' (Paa ^Qatx) 

dcnotantibus P ct Q functionibus quibuscunque ipsius x^ erit ejut 
differentiale 

[K(a+te)(Paa-i-Qate)-+-(X-J)a:(lH-<XP««-t-Q«<a:>-»-Qaa;(t-»-0(a-4-te)] 

|/Pa' H-yQoate ■+yQattxx ^ 

:X- 1 ^Vaax-i-vVaatx ►^-(X- 1 )QattxxJ 

=C(t^O-'(a-fte)^-a^)-*-Q««* -K(X-l)PaateH-Q«<to* ^ 

^iX-i^Qatxx 
^Qaatx ' 
^Qati 



i 




97« 



CAPUT XI. 



XQx 



qua forma cum illa comparata, adipiscimur 

N = vV a-hO. — l)Pa;4-Qa: 
2 N -4- X M r= (y -+- 1) Q rt ^CX -f-v — 1)P « 
N -I- X M -I- X (X — 1) L =z (X -4- y) Q «> 
quarum aequationum extremae demta media praebent 
X(X— 1)L=— (X— l)Pa^-(X— l)ParH-(X— l)Qa— (X— 1)Qa'; 

hincque 

X L = (a — a;) (Q — P) «eu L =i (a — x):(Q — P), 
secunda autem demto primae duplo^ dat 

XM-(X— y— l)Pa— J2(X— l)Pa:-}-(j/-t-I)Qa-f'(X--2)Qa:, stxx 
\Uzz[iv-^ i^a-i-iX—2) xKQ-^P) -t-Ma-x)?. 

Quare sumtis pro P et Q functionibus quibuseunque ipsius x, si 
functiones L, M, N ita clefiniantur, ut sit 

L = i(a— ^)(Q — P) 

M = i [(K -f- 1 ) a -4- a H- 2) a:] <Q — P) -f-(a — «) P 

N = a:(Q — P)-h(va -}-Xa?)P, 

aequationi difTerenuo * differentiali 

•atitfaciet formula integralis 

y=:C/(l +ty-' da^txy^dt, 

tractata x ut constante, dummodo integrationis termini ita consti* 
tuantUTj ut utroque haec expressio 

(1 -|-<y(«H-<^)^""'(Pa-4-Q«a?) cranescat. 

Notar) autem oportet^ hos terminos non ab x pendere debere^ 
Primo autem patet hanc expressionem fieri zi: casa tizz ~^ i 
•l modo sit v^O. Deinde posito <— oo etiam evanescet, ai 
modo sit V -f- X — 1 -I- 1 mimerus negativuSj seu K -h X <^ 0. 
Quocirca si wt k > ct y -}- X << , integralc 
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y = C/(l -f- 0*-' (a -^tx^^dt 

ita capi debet, ut posito f ~ — 1 eyanescaC^. tumvcro^ atatuatur 
tzzioo^ functioque ipsiua o: pro y resultanSr: satisfaciet < acquatiom 
propositae. 

Co r 11 ar iu m 1. . 

1078. Quoniam functiones P et Q in formulam integralem 
pro y assumtam non ingiecdiuntur, manifestum est eandem formu* 
lam satisfacere omnibus aequationibus.difrerentio«^difiercntialibu8| qui« 
cimquc valores litteris F et Q tribuantur... 

Co r oHar Tum 2. 

1079. Sumto ergo QznP eadem formula integralis 

j/ = C/(l + 0'""' (« -h O^ 3 « 
aatisfacit etiam huic aequationi difTerentiali primi gradus 

Hujus. Tcro integralisi est ' 

D(a — a:)^+»^ 
x^ 

qui ergo valor quoque in • generae nostrae aequationl: differentio* - 
differcntiali satisfacit, id quod tentanti. mox^ patebit 

CoroIIarium 3.. 

1'080; Hic ergo valor intcgralis 

y = C/(l + 0^""' (« -h^ ^)^ 3 i 
secundum. tcrminos definitos sumtus, congruerc- debet cum formula 



D (a — xy 
algcbraica yziz ^ , si modo ait v^O ct X-HK^.O;. 



M CAPUT XX. 

S c h o 1 i n. 

1081. Farum ergo integratio hoc problemate exhibita habct 
in recessu. Verum reductio formulae integralis 

j) (a x)^'^^ 

y = C/(l ^ ty-^ (a-htx)^dt ad f/ = — i^ --^ 

•^ x^ 

eo magis est notatu digna, ad quam illa reducitur, si^ integrali ita 
sumto ut evanescat posito t zn — 1 , ponatur t — oo. Posito 
trgo X + j/ zz — jUL, ut jUL et j/ sint numeri positivi, crit 

(1 +0'"' d t D 



/ 



(a -h t a?/-*-» X* ia — ar)»* 
Vei ponatur 1 -f- < — z , erit 



/; 



X 



a?z)H'-f"V o;^ (a — x)^^ 



* 

terminis illius integrationis existentibus zznO et z n: oo. Vertim 
etiam haec observatio non magni est ^ momentiy nam posito 
a ~ 0?— ux, fit 



/: 



s»-»az D 



/ 



( ' -4-t\m4 hi *** integrata ut eranescat po- 

» 

A 

«to «rzO, si tum ponatur «zzoo, hanc induet fbrmam — , 

in qua A quantitatem constantem denotat- ftb u non pendentem. 
Pendet autem ab exponentibus jul et y, lege ex casibus facile obser- 
randa. Sciiicet posito 



/ 



(U-»-»)''-*-»~"|«H* 
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si sit V m 1 , feteerale illud praebet — -I * et po- 

fjt. (u-f- z)!* iLur 

sito z m oo, prodit ita ut hoc casu rit AznJ^. 5i sit 

V rz: 2 , integratio quoque succedit , reperiturque A — „ /»^,) ^* 



1. a 



A "^ i> fl. 5 



unde in genere concludimus fore 

A — ' »'«.3» . (» *— O 

f*Cf*-hi)(f* + a) ..... (^-f./— .) • 



Quare integratione secundum regulam praescriptam instituta, erit 

1 2 3 y — 1 i./*^''"'^^ - 

jUL-l-i fx-h2 tt-»-3. f^4-j/— 1 "^ Jiu-hz)^-^'' 

Quod si eiponens y non fuerit integer, valor ipsius A ope interpo*-: 
lationis hujus formulae per factores procedentis definietur. Qua* 
dratura scilicet circuli ingredietur si exponens y fractionem | invol- 
Tat^ de hujusmodi autem interpolationibus alibi fusius egimus^ neque 
hic locus est hoc ai*gumentum uberius prosequendi, Restat ultimum 
hujus sectionis caput, quo aequationum diif erentio • differentialiuxn 
integratio per approximationes docebitur. 
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GAPUT m 

AEQUATIONUM DIFFERENTIO - DIFFERENTIALIUM INTEGRA* 

TIONE. PER APPROXIMATiOiNES. 



P r b 1 e m a? 137. 

1082. 

X^roposita acquatione dilferentib - dRfferentiali quacunque,, prliicipi& 
explicare, ex qulbus^ integrationem per approximati6ne8> petl oportet«. 



Solutio 

Versetur aequatio propoaita inter binas varlabiles. x et ^, ac 
posito dyzipdx et d pziqd x^ dabitur aequatio inter quatuor 
quantitates rc, y,. p et ^, ex qua q ita. definire licebit^ ut q 
aequetur functioni cuidam trium quantitatum rr, y et />, qua rocata 
i:V, sit gziYy seu d pziY d x. Hic primo obseryandum* est, 
intcgrationem ^ ut sit determinata, duplicem: determinationem requi* 
rere^ seu duas conditifmes^qnasi. pro* lubtta praescriBi posse, quibns 
aatisfaciat Scilicet non sufBcit, ut posito xzza fiat yzzb^ quem* 
admodum in aequationibus difrerentialibus primi gradus usu venire 
yidimus, sed aliam insuper conditionem adjicere licet,. quae sit^ ut 

posito j?=:a fiat etiam p ziz ^znc quantitati datae. His ergo 

determinationibus constitutis,. ut posito a?=:a, fiat yz:b et pzzc^ 
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totnm integrationis negotium huc reducitur, ut ipsi x alium quem* 
cunque yalorem tribuendoi investigentur valores respondentes ipsiua 
y et ipsius p\ hoc enim si praestiterimus ^ aequationis propositae 
integrale perfecte definiverimus, ut nihil praeterea desiderari possit. 
Quod cum in genere fieri nequeat, approximationis ratio in hoc 
consistit, ut ipsi x valor quam minimum ab a discrepans tribuatur, 
qui sit rrzna-)— (Oi et inquiratur, quantum Talbres quantitatuta ^ 
et /> a primitiyis b tt c sint discrepaturi. Hic pro principio astfiz» 
mimus , dum o? ab a ad a -f* o) increscit , etiam quantitatum y et p 
valores tam parum mutatum iri, ut inde functio V nullara variatio- 
nem notabilem patiatur. Quare si ponamus^ statuendo x^zza^ 
yzizb et pzizcy fieri VrzF, eundem yalorem F quantitas T 
retinere censebitur, dum x nb a usque ad a^f^co augetur. Cuna 
igitur pro hoc intervallo minimo habeamus ^ pznY d x^ erit inte- 
grando p izi F a: -|- Const. Verum, quia posito xzzza^ fieri debet 
p zzi c, etit p zzzc -+- F X — F a. Sit nunc x :zz, a H- oj f atquc 
habebimus p zzz c -f- F o) , qui est valor ipsius.p , valori x rz: i» -f- co 
respondens. Denique pro hoc minimo intervallo erit ^ y rr2 c^soi 
ideoque yz:b'+'CX'^ac^ et pro valore anan-co fit ynft-Hca), 
qui est valor ipsius y valori o? — a -}- o) conveniens. Quocirca 
8i valores primitivi sint xzzza^ y zzL b tt p -zzz ^zzi c ^ cx iisqufe 

fiat V zi: F , sequentes valores intcrvallo quam minimo ab^ illis 
remoti «runt 

a: — a+o), y=:6-f-ca), /> zn c + F co, 

qui si porro ut primitivi spectentur, . ex lis simili modo per inter- 
vallum quam minimum progredi licet, ^cque taMlem progressns per 
intenrallum quantumvis magnum innotescet. 

C o r o 11 a r i u m 1 . 

.1083> Qoo ninora eapiantar hsec inten^Ua, eo minns m 
T«ro afaerrabkMTt duiuD^d» quamitate» <? et F non «iat nimia magnae^^ 
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8in autem eae adeo in infinitum excrescant, manifestum est, erro- 
rem in quantitatibus y tt p insignem commissum iri. 



Corollarium 2. 

1084. Si quantitas c vcl F fiat vehementer magna, inter- 
Tattum, quo y vel p crescit, pro dato accipi potest; ita posito 
c 0) = v(y erunt sequentes valores 

c 



X 



a 






6 -f- \|/ et p n: c 4- 



At si F prodeat quantitas permagnai valor ipsius p intervallo 
minimo augeri sumatur , ut sit , F a) zn Cj) , eruntque valorcs 

•cquentea a: — a-f-y, y:=ib -4-^ etpzizc-f-Cp. 



Corollarium 3. 

1085. Si fr sit quantitas infinitai pro valore proximo ipsjus y 
(czpediet dcfiniri 



eoA 



ew 



y •"" 6*+-cca "^ b bb bb ^ 

quae expressio ut sit finita, etiam quantitas c infinita sit oportet; 
alioquin valor ipsius y respondens non solum ipsi x ziz a sed etiam 
ipsi xzzza^^tii mancrct infinitus. 



S c h I i o n 1.. 

1086. Quoties solutio alicujus problematis pendet ab inte- 
gratione cujuspiam aequationis differentialis secundi gradus, totics 
conditiones problematis binas determinationcs suppeditare solent; 
quarum altera , dum ipsi x certus quidam valor x ziz a tribuitur^ 
exigit ut y datum valorem yzzib^ altera vero ut etiam ratio 

^zizp datum valorem pzzLc consequatur. Quodsi ergo in genere 

acquationem quandam difiTerentio - differentialem integrare 
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mtogrationcm ila instltuere licet^ ut posito xz:za^ fiat yzzz.b. et 
pz:^c^ quantitatibus a, b^ c oh arbitrio nostro pendentibus. Interim 
tamen quandoque usu venire potest^ ut posito x-zZLa^ valores 
ipsarum y et p non penitus ab arbitrio nostro pendeant^ sed ex 
natura aequationis jam datos valores sortiantur^ quibus oasibus 
defectus determinationis aHis conditionibus compensatur. Yeluti si 
proponatur haec aequatio 

rparCa — b x)^dy — 2 x(2 a — bx}d xd y 

2(3 a — b x)yd x^ zz: 6 a ad x^. 



quomodocunque ea per integrationem determinetur, posito xzziO 

necessario fit j/ ~ a et ^ — /> izi 6 ; ita ut pro casu x zH 

valorcs quantitatum y ei p minime arbitria nostro relinqvantun 
Integrale autem completum reperitur 

b X 



( A -f- B x^ ap ar 

a — bx ^ 



ubi etiamsi (^onstantes A ct B pro lubitu assumantur^ tamen semper 
posito xzzz prodit y ziz a et pzzib. Hujusmodi ergo casibus 
mirum non est^ si pro data ipsius x valore^ quantitatum y et p 
Yalores arbitrio nostro haud permittantur. 



Scholion 2. 

1087. Exposita ratio aequationes differentio • differentiales per 
approximationes integrandi^ dum per intervalla minima progredinoiur^ 
quemadmodum etiam in aequatioixibus differentialibus primi gradua 
fecimus^ certis casibuls difBcuItatibus inyolvitur, ut nisi remedium 
afferatur, in usum vocari nequeat. Primum hoc evenit, quando 

• 

czzz oo^ tum enim quantumvis exiguum accipiatur intenrallum. i»^ 
neque ipsius y neque ipsius p valordm cognoscere licet. Simile 
quoque incommodum turbat , si positis x~aj yznb et pzzzcj 
functio y fiat infinita, ideoque prodeat F;z;co^ quo casu valor 



5 c A p u T xn. 

iipsHis p non definitur. Deinde ctiam casus qnibna vel e vel F 
«eyaaescity seorsim tractari convenit : etsi enim tum valorea ipsarom 
y et p satis accurate cstenduntur, tamen quia nullam mutationem 
patiuntur^ dum mutatio altiore ipsius co potestate exprimitur, ipsam 
mutationem investigari ufile est, quo in progressu minus a reritate 
aberretur. Sin autem quantitas h evadat infinita, jam animadrerti- 
mus, loco ipsius y ejus reciprocum ^ explorari deberi. Quemad« 

modum ergo difficultatibus ante memoratis sit occurrendumi diligen- 
tius perpendamus. 



Pr ob 1 e m a 138. 

10S8. Si integriftionem per intervalla instituendo, pro initio 
cujuspiam intervalli, posito xzzza^ y^^b et pzzzc eyeniat^ ut 
quantitas c sit vel evanescens vel infinita, integrationem per hoc 
intervallum absolvere. 



S o I u t i oJ 

Fraeoedens approximatio dederat yznb-^^c (rc — a) , unde 
si c r=: j incrementum ipsius y altiore potestate ipsius as — a 
expriroetury scilicet yzizb-^AC^ — ^)^, existente X^l, rejectia- 
que altioribus potestatibus , quae prae hac^ ob intervallum a: — a 
minimumj recte contemnuntur. Sin autem sit c=:oo, valor ipsius 
y simili modo repraesentari potest, yziib^A(x — a)^, existente 
X <^ 1 ) ita tamen ut nihilo sit major ; utroque ergo casu eadem 
ittvestigatio est, ut ex aequatione proposita dpzzzYd x tam coSf* 
floiens A quam exponens X definiatur. Jam ex illa acquatione 
dcduoimus 

|5=P=:AA(j?~a)^-« et 

3p = X(X— l)A(rr — a)^-^ d x^ 
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ac necesse est, eandem expressionem resultare, si in formula Vdop^ 
statuatur 

^ rzz 6 -f- A (a: — a)^ et p — \A(x — a)^""' , 

nnde evidens est, fore 

c rz: si X ^ 1 , et cznoo si X <^ !♦ 

Cum jam V sit functio ipsarum x, y tt pj ponatur ubique x:za^ 
nisi quatenus formula x — a inest, quae relinquatur, tum vero 
ymft, nisi hinc prodeat VznO vel V — cxj; hoc enim si eve* 
niat, pro y valor b^A.{x — a)^ scribatur, similique modo prop 
scribatur X A (o: — a)^ '. Rejiciantur autem formulae x — a 
potestates altiores prae inferioribus, sicque pro V orietur expressio 
hujus formae C (a? — a)**, quae formulae X (X — 1) A (rc — a)^""* 
aequari debet, unde tam coefliciens assumtus A quam exponens X 
defioietur,, ideoque vero proximi valores 

y m 6 -I- A (a: — a)^ et p ~ X A (a; — a)^- ' 

innotescent, qui eo minus a veritate recedent, quo minor differen- 
tia inter a et x constituatur. Casus autem quo X =i 1 per se 
est perspicuus, atque in praecedente problemate per tractatus , cum 
ia sit solus quo quantitasr c finitum nanciscitur valorem. 



Corollarium 1. 

1089*^ Si eveniat nt posito ci=:oo, quo casu esse de- 
bebat X <^ 1 , functio V finitum obtineat valorem , cui formula 
X (X — 1) k(jt — a)^ • aequari nequit, casus per se nihil habet 
difficultatis , et valor ipsius y etiam pro^ minimo- excessu ipsius x 
super a revera infinitus evadet 
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Corollariuin 2. 

1090. Facilius hoc perspicere licet ex exemplo dpzzi6 xBx, 
unde fit 

p zzz c -^ S X X — 3 aazz: t^, hincque 

f/ iz: 6 -+- (£? — 3 a a^(x — a) H- x^ — a^ , seu 
y ~ b — ac-f-2 a^ ^{c — 3aa)a:-+- x^. 

Si ergo constans c sumatur infinita, yalor ipsius y semper erii infi- 
nitus^ solo excepto casu xziza. 

Corollarium 3. 

1091. Sin autem sumto c z: , quo casu esse debet X ^ 1 , 
functio Y finitum habeat Talorem exmique adeo constantem, posito 
.r irz a et 2/ — 6, ci formula X (X — . 1) A (rc — * a)^ • aequabitnr 
samendo X zi: 2 , et 2 A m iHi valori constanti. Veluti in praece* 
dentc exemplo fit V— 6a— 2A, hinc A — 3 d , eritque proxime 
j/ cn; & -{- 3 a (or — a)^, quod etiam congruit c*m tntegrali inyento, 
quod posito c ~ est 

j/ — 6-f-2a^ — Saax-^x^ — b -f-(x-|-2a)(a:— - a)', 

quae expressio facto o; nz a in iilam abit. 

S c h o 1 i o n 1 . 

1092. Posito c iz: functio V, si in ea scribatur a:ma, 
y nzb et p zzi' c =iz , valorem nanciscetur vel infinite magnum, 
vel finitum, vel adeo evanescentem. Primo casu, quo fit V z=: 00, 
ut ei aequari possit X (X — 1) A (a: — • a)^ — % sumto a: zz: a, 
necesse est sit X <f 2 , existente X ^ 1 ; ut autem hinc quantitates 
A et X definiantur, in functione Y scribi oportet 

y nz 6 -|- A (a; — a)^ et p zr X A (rr — a)^~ ■', 

itemque xzzza^ nisi ubi formula x — a occurrit; hoc modo quia 
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per, faypothe8in casu. x ziz a fit Y 1= oo^ Iste yalor prodi|>it 
— C (a: — a)~*, quo coUato cum X (X — i) A (o: — * a)^ - * repe- 
rientur A et X ^ dum ne prodeat X <^ 1 , qui casuji cum c—0 
mjbf\8t§^P: nequit. Secundo caau quo prodit Y :zi quantitati finita?^ 
capi oportet X = 2 ^ sin autem tertio casu sit T = ^ sumi debet 
X ^ 2 , ut ejus ralor ^ in formula ; ' * 

X(X — l)A(a; — a)^-» 

contineatur, At si debeat esse czioo^ fieri nequit ut Tidjmus^ ut 
functio y finitum bbtineat valorem, muito minus eranescentem , nisi 
quidem casus incongruos, quibtis y jperpetuo . maneat infinitik^ admit- 
tere velimus. Tum igitur functio V necessario valorem ilifinitum 
induit cum formula 

X(X — l)A(a: — a)^— • 

comparandum^ ita ut sit X<^ 1. Hinc igitur patet^ determinatio- 
nem quantitatis c non semper arbitrio nostro reiinqui^ sed quando* 
que ex indole . jpsius aequationis nobis praescribi. Yeluti si propo* 

natur haec aequatio ddyznr^^—^y erit 

dy . I . _ 

55 — /' = A-^—^ et y = 

unde posito 



B H- A a? -H r-^-- 



xzza fit cz:A— j^ et Az:B-4-Art-+--| ergO 
A — C-4-T, et Bz:6~a^ — 4 " 



quare, ne aequatio integralis omnino in infinitis versetur» litterae b 
et c non possunt non esse infiuitae. 



S c^h o 1 i n 2. 

10 93. Non autem omnes ordines ififinitorum fii evanescen* 
tium in formiila (x — a)^, casu xzia^ 'contineri, jain obs^rvavi- 
mus; cxf>ressio • scilicet xxlx.y casu xziO, infiiiities superat pote- 

^ Vol, II. 37 
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statcm secundam x^ ^ interim tamen infinities minor tA potestate 
a?" *, quaritumvis etiam exigua fractio a aceipiatun Qnajre si >a 
superion solutione formulaa ita instruere verimus, ut ad dnsnes 
ordines tam infinitorum quam evaneseentimn patettnt^ statiii coo- 
reniet ' " 

igmde fit 

^r:;ii:XA(a?-a)^-'[/(a?-a)P-f |xA(x— a)^^'t/(j?~a)]'»^»; 

at posita xzza^ pars prior est ad posteriorem ut /(x-— o) «d 1*., 
hoc est ut oo : 1 ^ ei quo sufficit sumsisse 

ex qvo simili modo coltigitur 

|| = X(X~l)A(a:~a)^-»[^(ar-a)F. 

quae exprcssio cum iunctione Y , postquam in 6a scripserimuft :e=:<i, 
yzzb et pziCf seu potius 

y=:&-4-A(a?— a)^[/(x— a)]^ et j5=XA(x--a)^-,'[/(j:— o)]'', 

comparari debet, ut inde tam constans A quam exponentes X et |x 
innotescant. Haec ergo tenenda sunt in ista investigationCi quo ea 
ad plures casus extendatur. 

Probtema isg. 

109 4. Approximationem ante expositam accut-atTaa persequi^ 
ui sumtis mtervallis etiam paulo majoribus mixros; a rero aberretur. 



S b I u 1 1 0. 



Posito dy:zpd x^ aequatio differentio * di 




bac foroui 



II = Y. ezhibeatur, ex qua ame p ita dcfinivimuS| quasi V essct 



llB4t 
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obtinuiroift p — e -*- Y (« — a) , postquam sciHcet in V posnerimus 
x^a, yizb ci p^e, qui sunt valores primitiYi . per interTalhim 
j: — aztM retinendi. Cura autem functio V interea non sit con* 
itans, quta m, y tt p •jnrolvit, rcrera crit 

p=«-* V Ca- — d) —f ix -^ a> dV. 
Punatpus Igitur ' 

d V = P3a? -+- Q 3 y "t- R ap, 
ut sit 

et nuno quintitatem P -h-Qp"^ ^V «t constantem spcctemus, 
cuju» Talur prodeat ponendo x—a, */Tzb et pzic, quo facto Y 
in F abire «upra sumsimas, eritqne 

^=^•-^^(3; — a) — i(P-HQc-(-RF)(x — a)\ 
Hinc porro ob d y^pd Xf fit 

y = 6-+-c(x-o)-t-jF(«-a)"— §(P-f Q c -i- R F) (a: h- a)', 
similique modo ipproximationcm ulterins prosequi licet. Quando 
autem quantltates P, Q, R et V formulam a: — a ejusTc potesta- 
\es complcctvntur; qoam non amplius ut constantem epcctare licet, 
ejus ratlo in integratione est habcnda, qua 6t ut in seriebus appro- 
ximantlbus formulac x -^ a potedates non ordine ascendanti Tum 
igitur conTemet pro p ejosmodi seriei initium assumi 

pz:z c -+- A (jc — a)^t unde fit 
■ y = fr-fe(a:— a> -t-jf^ 

huic formttlae aequar! debet fun< 
Taioi-e« asBniMos, 
ingrediatur, htfc 
minabitur. '^^ " 
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Si c s\t zlO \tl zioOf ejus rada potcst in calcululb introidaci, 
ut ponatur 

p Zlf{x — af' -4- A (a: — a^ , 
unde fit 






- ^ 

qui ralores si loco x et p substituantur in functione V,^ prodire 
debet 

nfisc — a)*— ' 4- X A (a: — a)^ — ' 



. T' * 



V 



Corollarium t» 



1095. Hoc modo per intenralla continuo utterius progredi 
licety dummodo singula non majora aecipiantur^ quam ut errores 
commissi maneant insensibiles ; atque hac quidem correctione erro* 
rcs iUi diminuuntur> ut intenralla etiam majora statui queant. 

CoroIIarium 2«. 

1096» Pro primo scilicet intervallo valores primitivr a?z:a, 
y^zh et pzzc pro lubitu assumuntur^ et valores in fine intiej-vall» 
tnventt praebent valores initiales pro secundo^intervallo^ ex quibus 
ciEtlcuIus pro hoc intervallo perindc ezpeditur ac primo ; srcque con^ 
tinuo ulterius est^ progre£endum« . 

S c k t i o n*. ^ 

109 7* Hujus problematis duplicenr solutionem dfedimtts^ qua«^ 
Tum prior etsi tatissime patere videtur^ certis tamen casibus in 
usum vocart nequit; iis ergo altera . dolutione uti conveniet. £^^ 
stuQt autem tantum plermnque paucissima ejusmodi mtervaHay quae 
posteriorem methodum postulant> dum reliqua omnia ope prloria 



expedire licet- Evonit hob^ qiiaidfynpra ^opiam intervallo quantw 
tates V et c vel evanescunt vel in ipfinitum excresc\;int ; qiyA ctiam 
fieri potcst, ut quantumvis exiguum ihtervalluiri accipiatur^' quantita* 
tes y et p variationUjus iafinitis sint obBOxiae^j ^utruin: rtpraesen- 
tatio determinatioi](Qtt^.pr.^si}% singularem requirit^. Velut^. jjL prypoinar 
tur haeo aequatia d dj/ -4- ^— — ^ g . intervallum ab j: ~ usque 
ad .mco, etifitttd! o) <fa«n mfnimum ^as^Slinratur/ inftnftiini^t^ 
nem in valorteiis: y et^^jfj- &idfcat'* id cjuod el qus' Ihtijgratt^' com-i 
pleto perspicltur, quod cura slt *• ^ i '-^' - ' • 



1 I • /"/3 f , \ 

y ZI2 A X sm, (^ — / o; -f- a j. 






hmcque 
*eu 



r t« 



« 



evidens est si xz:Q ^ fore cjuidem yZO y sed ipsius /7 valorem esse 
indertum. At ipsi iar ralerem qttam minimum tribncndoj j^ cjuidem 
minimum retinebit valorem, sed qui pro minimo intervallo modb sit 
positivus, modo evanescens^ modo negativus, o^ ^miajumdi^. mutatio- 
nem, quant /'» patitur, - quantitas ^autem: /^ interes^ ^transit per 
omnes mutationesP -possibilee. Idem luciAentius perspicltur ex hoc 
exemplb » " . * .• : ' ' r : ? '; . i 

"• •* • . ■ ♦ . f .*T - -. , !* ■■•'•.. - • 1 

cujus integrate est yzik sin. (^ 44iCt)«;ii^)duip^ ^hipii :a>^ a '\0^ 'ad (i) 
crescit, angulus - -fiit^ l^ ..jtifinito ad finitum transibit, ejusque sinus 

interea omnes mutatipxifs.:ab -f- t ad -^ 1 ' iiifihUiea ^acteb subibit. 
Quando ergo e)i}9iftodi inli^rvaila occifrrunt^ mirum non %s^y si con* 
suetae methocH appr9»mqpdi deficiant, qtdpp^ ' ^utae Jioe- principio 
innituntur^ quod mutktion^ pef intervallk minima, sint effam valde 
parvae*; his . autem. intei*valli8 e^iceptis.: Acdotiq vpraiscsqpta ^eipp^^j: 
cum U8U- adhiberi potest., , f . ^I, » N.r.rr 
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CAPUT xn. 



Exemplttm i. 
lOOS. Proposita aeguatione 

iytts integrationem per approxlmalionem absolvtre. 



• .A. 



Cum erge sit ^P^ — ^^> «rit Y = jj^; qtitre si pro mitio 
i eit xziaj yc:6.et p^z.e^ inde tanuUiimprogredieodo, per 



priorem, ob 

habebimos 

y H ft H- c (o; — a) — j^ (a: — a)^ 

Smnto ergo a?«— aziOy pro intenrallo aequente ' ertint valoree ini- 
tialea 

afzza^wl 

wide slmili modo yalores initii&Ies pro intenrallo sequente c!t>Uigim- 
tur* Yerum si plro quopiam interrallo fiat a r: , operatio pecu- 
liari modo institui debet. PoiBito seilicet pro initio bujus intervalU 
x-z,0^ yzih et* pzz Cy statuatur 



1 . • 



■..«». 



erit 



p^zc-hAxi^ ct yzzb^ c x'^ 



(X-f-l)/' 



etu, nist sit &=0, eatisfieri' neqtut; prodiret eniia A r et 
A=oo, unde condudimus poni debere y z: b f\r A.* l Xy ut sit 
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hinc /7 acburi^tius cQcnoscer^ ficeati 'sUttiamite ^ '''•' ' ■'' - •^*"' 



/^ ^ *• • "^ ^^ *• ' ♦^ ^* g ji^ — jt • • ' 1 ' ■ ■ ■• • ' 

vnde conclttdltur ut ante A£:-j-> et B inaQpt ind^nDinatum, ita 
ut sit 

y=^^^-Z^^-Ba:.€tps:^/:B-^ . 

nisi ergo ait 6 ::: ^ casu o? r: O^ ^ quantitas c necessario .est tn&iite. 
Quamobrem si intervalii initio sit ^pziO^ yz:»b et pz:poi pro ejua 
£ne et initio aequentis erit • 

xriojf y:i6 ~y/«et P^-j- *^* 

£xemplum2* 

1099* ProposUa sit haec aequatio 

xxddy^ 2xdxdy^2ydx^Z^^j^^ 
quam per approximationem integrari opoYteat^ 

Cuut sit 
*£=:^^ — ^ j.Z-~Y crit 






S« • »• * 



Hinc si pro cujusque ittterTalli imtio sit afza, V^^t P^^? ob 

-*'•"" 00"+"//» *™ 

» = i-(-«(«-a)-l.j(i:-|-;+j^)(«„^y; 
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iinde -«alcplus ! per mterTMI& 'ikcile ^ontinuatar , duqi oe rit ar:0. * 
Hoc autem casu quo , a,=: ,Q t, , , difl^ctdter intervalliiui cpmpnto defim- 
tur^ quia tum fieri nequit, ut quantitatibu8^& ^et -c dati Talbrea tri- 
buantur^ id quod inde facillime intelligHQri t^od^ aibqtitfliQiua propo- 
sitae integrale completum e8t*\ - 



— ■• 



S V 



ij 



k-\- z. \ L "1 '•. 



4. 



'Vrl^^iV^VT^,'' '~'^'^'' ''''•'■ ■'' 






i . .*->*:.'.; ■ 



posito enim x i: Ot, nece88ario fic ^ z: ^ niai coefBcientes A et B 
infinito8 cap^te^^ilr^ifllUd. ^umtd Mitchn-^zO^ '^p^^oximatio eat in 
promtu. .,, 



Jl' ■ c . ^. 



l>. 
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CAPUT L 



D£ 



INTEGRATIONE FORMULARUM DIFFERENTIALIUM TERTII 

ALTIORISVE GRADUS SIMPLICIUM. 



P r ob 1 ema 140. 

1100. 

.uumto elemento ^x constante, inyenire integrale completum harum 
formularum d^yzzO, 3*yiiiO, d^ y zz: etc. atque in generc 
hujus 3*y zz: 0. 

S 1 u t i 0. 

Cum d:z? sit constans, aequatio d^yznO per integl^ationepa 
dat 3 3 y i: a d x', hincque porro Integrando d yzzaxd x ^^ fi^ x^ 
et tandem yzziax^-^^x-^y. 

Simili modo ex aequatione d^ y:zO^ per quadrttplicem integra* 
tionem reperitur 

i) d^yznadx^^ 

2) ddyz:zaxdx^^^dx\ 

S) dy — iax X d X ^^xdx -^y dxy 
et tandem 

4) y = Jax^H-ip:t* + Y^ + 5. 

Ex aequatione autem d^yzzrO, integratio quinquics repetita dat 
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C A P U T I. 



At hujiis aequationis d* ^ =r integrale colDgitur 



sicque ad hujusmodi formas d^ y ziz , quanticumque fuerint gradus^ 
progredi licet, dummodo n fuerit numerus integer positirus. 

Coroilarium 1. 



1101. A simplicissima fonna ergo incipiendo integralia sequenti 


ordine procedimt 






Formularum 




Integralia completa sunt 


dy=.0 


y- 


= a 


ddy 


y- 


— a.x->r^ 


d^y— 


y- 


-\a.x^ -ir-^x^y 


3*2/ — 


y-- 


— lOLX^-^-l^x^-k-yx-^l 


etc. 




etc. 



CoroIIarium 2. 

1102. Quia constantes ct, (3, y etc. ab arbitrio nostro 
pendent, fractiones tuto rejicere licet^ eritque 



Formularum 

3 9^ = 

a^j/ = 
a*2/ = 

ctc. 









y 
y 
y 
y 



Integralia 



.3 



aa?*-4-pa7-)-y 



etc 



Corollarium 3. 



1103. Quoti ergo ordinis est formula differentialis , totidem 
constantes arbitrarias ejus integrale completum complectitur/ quas 
pro quovis casu oblato secundum conditiones praescriptas definiri 
oportet. 
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S ch o li on 1. 



1104. Ponendo d y^zzpd x, dp ~gd^^ d g^ rd x^ 
9 /' =: f d o; . etc. omnes aequationes differentiales aitiortim ordinum 
ad quantitates finitas reducuntur, in quibus nulla amplius ratio ejus 
elementi, quod constans assumitur^ habetun Atque hinc formae 
omnium aequationum differentialium sequenti modo repraesentari 
possunt : 



Aequationum 
differentialium 

I. gradus 

II. gradus 

III. gradus 

lY, gradus 



9' 

r z 

s z 
etc. 



Forma generalis 

:/:(arett/) 
-/••(^, t/y etp) 
:/• (^> t/j P^ et^) 
:/:(^> yyP^ 7> ct r) 



d X 



^zz:^ etc. 



pdr^ tdyznpd s etc. 
q d s eic. 



ubi quantitates y^ p y q 9 r^ s etc. ita, excludendo ^x^ a se invi* 
cem pendent, ut cum sit 

_ 93' .^ 3p dq 3r ds 

sequentes relationes locum habeant 

qdy — pdp^ rdyzzzpdqj sdy 
rdpzzzqdq^ sdp zzzqd r^ tdp 
sdqzzzrd r^ tdq zzzrds etc. 
t d r zzisd s etc. 

^uarum formularum quaedam per se sunt Integrabiles veluti 

fgdy:zippf /rdp:ziqq, /sdg^irr, /tdr-iss ctc. 
ex quibus porro db /zdv.:::vz — /vdz istee concluduntur 
fydq^zyq-iPPffpdrz^pr-iqqy/qds^zqs-irrtfrdtz^rt^lss, etc. 

quarum ope ex praecedentlbus deducitur 

fsdy^zpr-^lqqt WnQ /yd szy S •^p r ^ iqq. 
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ftdp^zqs^lrr^ YCmc fpd tzipt^ q s-^lr r^ 
fud qzirt-^lss^ Yi^xio fqd uziq u^rt-^^s s. 

porro definitur y*y3uz:y u-/Mdy, at y — — , iinde 
fydu-yu-ypdtziyu^pt -f-7«-|rr, 

Quare si diiferentialia iterum introducamus, obtinebimus sequentei 
formulas integralet 

fydy:=-ixy 
fyd^yzzyddy-idy* 

fyd'y=:yd^y--dyd^y-^iddy' 
/yd'^y^yd^y-dyd^y'+-Bdyd^y-id^y* 

ctc 
ita ut formula /yd^y sit integrabilis , quoties n est numerus impar. 

S c h 1 i n 9. 

1106. In aequationibus differentialibus secundi gradus formas 
simpliciores ita constituimus , ut q aequetur functioni vel ipsius x 
tantum, rei ipsius y^ vel ipsius p^ quas litteras majusculas pro 
functionibus minuscularum scribendo ita repraesentare licet, ut sic 

vel ^iziX, vel q ~Y^ rel qzizF. 

Hinc simili modo pro aequationibus diflerentialibus tertii gradus /or* 
mas simpiiciores constituere possumus 

r=:X, rzziY, r = P, r=:Q,| 

ita ut tantum binas quantitates variabiles involvant. 

Fro quarto autem gradu essent foimae simpliciores 
s=zX, szizY, s — ?^ szizQ, szziR, 
et pro quinto 

i=zX, tzziY, frzP, «i=:Q, «zzR, fzzS, 
atque ita porro pro superionbus. 
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Yerum bae formae non omnes aeqne integratlonem admittunt» 
dum aliae ne semel quidem, aliae semel tantum^ aliae per omnes 
integrationes usque ad relationem inter x ct y perduci poesunt^ 
cujusmodi 8unt primae quaeque in quoris gradu. Semper autem 
id est propositum^ ut relatio inter binas yariabiies principales x 
ct y eliciatur. 

Problema 141. 

11 06* Posito dyznpdx, dpzziqdx, 'd q zzz r d x^ 
drzr^d^» d szzitd x, etc. pro quovis differentialium gradu^ si 
litterarum p, q , r, s^ t^ etc. quaepiam aequetur functioni ipsius x^ 
quae sit X^ inyenire relationem inter x et y. 

Solutio. " 

Slprimo sit p^ZLlL^ per dx multiplicando erit p^dxzi^dyzilL^d x 
hincque y =/X d x^ qui est casus formularum differentialium piimi 
gradus simplicium. 

Sit secundo grzX^ erit qd xzidpzi^d x^ hinc pny^Xdxy 
et pdxzzdyzidxfXdx^ ergo yzzfd x/lLd x^ scu per sim* 
plicia integralia y zz xfX d x — y X xdx. 

Sit tertio r m X , ob d qzzird x erit q zzzfXd x^ hincque 

p znfq dxzzzfd 00 fX dxzzz xfX d x ^/X xdx^ 

ae taildem 

y zzzfp d X —/9 xfd xfX dxzzilx xfX d x 

~ xfX xd X ^lfXxxd X. 



Sit quarto ^zzX, ac reperitur yzzzfdxfdxfdxfXdx^ 
quae expressio eyolyitur in hanc 

yz=:\x^fXdx — \xxfXxdx'+^lxfXxxdx — IfXx^dx. 
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Sit quinto tzzXf cait y:=i/dx /d x /dx /dxfXdXf 

•cu 

t/zrj^x^/Xdx — lx^/Xxdx-\-ix*/Xxxdx -. 

— ^ aj/X a;* d 0? -f- i/X X* d » ; 

unde lex tdterius progrediendi est manifesta. 

/ 

Coroliarlum !• 

1107* Tot ergo habentur formulae Integrales^ quoti gradus 
aequatlo fuerit dlfferentialis , et quia quaelibet constantem arbltrariam 
assumit, totidem constantes In integrale ingrediuntur, quibus id 
completum redditur ; quod idem ex priorl forma ^ ubi totldem signa 
integralia implicantury intelligilur. 

Corollarjum 2. 

1108* Sumto elemento dx constantCi sequentium formula- 
rum more consueto expressarum integralia completa ita se habebunt 

I. Si dy=zXdx est y =z/X^Xy 

II. Si ddyz=:Xdx^ est i yz=z x/Xdx -^fX xd x^ 

III. SI d^y=:Xdx^ est 

2yz=:x^/Xdx — 2 x/Xxdx -h/Xa/^dx, 

IV. Si d^y=zXd x^ est 

eyzzx^/Xdx-^SxyXxdx-^Sx/Xx^dx^/Xx^dx^ 

V. Si d^y = Xdx^ est 

^^yzix^/Xdx^^x^/Xxdx-i-Qx^/Xx^^dx^ix/Xx^dx 

etc. 

S e h i i n. 

1109« Formulas autem, quas supra secundo loco cdnstitui- 
musy functionem Y complectentes , post secundum gradum integrare 
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non Ucet. Ex tertio enim ordine formnUt rzzY. etsi novimofr: 
esse 

4 

'^ — 'sy — dp — d»> 

nnlla modo integrari potest; neque etiam hinc g per y determinari 
potest. Nam sumta forma pd (fzziY df/f existente p^pzizqdy 
ob p = ^, erit 

hincque p elidendo 



quae quidem aequatio est secundi gradus, aed neutiquam in genere 

resolutionem admittit. £x quarto genere formula ^ = ¥9 ob 

/sdyzizpr^-^lqq^izzfYdy^ semel integrari potest, sed hinc 

ukerius progredi non licet Quas autem supra pro qnoyis gradu 

formuias simpliciores ultimo loco constituimus itemque penultimoy 

eae tractabiles deprehenduntur : earum ergo integrationem inyesti* 

gemus. 

. # 

Problema 143« 

1110. Fosito ut hactenus dy^pd^^ dp^qd^f dq^^rdx^ 
etc. litterae Y, P, Q, R| etc. denotent functiones cujusque litterae 
minusculae qognominis, inyestigare integralia hanun formularum sim* 
plicium 

p=zY^ 9=:Pi ^=Q» J=;R| ^ = 5^ ctc 

S o 1 tt t i o. 
Aequatio prima oh p zz ^ statim dat d xzn-^t ideoque 

Aequatio secunda ^rzP ob 9 = ^ praebet dxzn-^f ei 
3f/zr^p-^, unde cum P sit functio ipsiua p^ utraque Tariabilia m 

Xo\. U. 39 
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<et y per p determinatur hoc modd 

Aequatio tertia rrzQ, ob r~j^, dat o x -^^, hlnc 
q^x — dp=^ ^, ita ut «it x z=zf^ jet p =/«|^ imde coUi* 

gimus pdx — dy^ ijV^^' ^''S^ ^ =/^/^*- Q'»*'^ P« 
«andem variabilem ^ utraque Tariabilis a: ^l y ita determlnatufi 

nt sit 

x=/^ ety=/^/i|5, 

Aequatio quarta ^ ~ R zi: ^^ dat 3 a? rz: ^ , unde colligi- 

mus r 3 a? m 3 7 — ^^, ita ut sit gr in/^^ . Ponro qdxzidp 

^idp— ^/^, hincque ;i =:/^/^% et quia ^ 3 a: = 5 j^ 

habebknus 3y — -]^/-g-/^^^ q^Murc per r ambac variabilcs pria- 
cipales X tt y ita definiuntur 



'^ ji 



«t y=/"^/"^y-:^. 



Aequatio quinta tzz:S simili modo tractata praebct 
X =/i: et y ~/>l/ii.f^.yl^ 

sicquc faciic ultcrius progredi lic^ 

C or ollar ium 1. 

« 

1 1 1 1. £x formula ^secunda intelligitur^ si x acquctur functiom 
ipsius p, ut sitdJzrP^ forc yzrz/pdP znP p^/PdPf quod 
quidem per sc cst manifestum. 

CoroIlarium2. 

1112. Sin autem sit arrQ, oh dxzzdQ crit 
qdxz:dp:zqdQ, ct pzifgdQ, 

ijiincquc 

y^fdQ/qdQ, seu y-Q/qdQ-^/qQdQS 
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Vel ctiam cum sit 

y-f^Q.(.qQ,-fQ.^q), erit t/z:iqQQ,-^ifQQd9-QfQdq, 
sire hoc modo 

Corollarium 3. 

1113. Simili modo si ar=zR, erit 

gzifrdxzifrdR et pzzfqdxnfdRfrdRf 
atque 

yzzfpdxzifdRfdRfrdRy seu 
2y-pR(RRr— 2R/liar-H/RR3r), 

per praecedens Coroilarium. Ergo per simiies reductiones 
6y:zR3r—3RyRar-f.3R/RRdr— /R^ar. 



Corollarium 4r 

1114. At 81 fuerit xziS^ reperietur per almiles reductiones 
^iyzzS^s-^AS^fSds^eS^^fSSds^ASfS^ds-^fS^ds: 

hinc ergo per difierentiationes retrogredlendo 

24p3Si:4S^^3S~12SSdS/S3^^12S9S/SSa^~4dS/S^d^, 
seu 

6p-S^s^3SSfSds^3SfSSds--fS^ds, et 
2i7z:S^j~2 sfsds-hfSSdss 

tum rzS^— /Sd^ et szis. 

Problema 143. 

1115. lisdem manentibus denominatlonibus, quibus hactenus 
sumus usi, inyestigare mtegralia harum formularum simpliciorum 

q-Y, rzz2, s-Q, i = R, ctc. 
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S o 1 u t i o. 



«t pp 

X 1 



Pro formula prlma qf — Y, cum sit qzz^^, crit pdplzYdff 
^=:2/Ydy, hinc p=:/2/Ydy==^, imde^ coUigitnr 
/ • g/Y dy > *'<^*1"* ^ P*"^ y determinatur. 

Pro formula secunda r r: P ,ob r — ^^, habebimus gd g^l^dp 

et g:iy2/PdpziK^z:^f unde concludimus 

-B — r__il_ et f/ - f-m— 
^ — Jv»jvdp> " «'-yya/Pdp* 

Pro formula tcrtia *rQ ob *i:^y^, fiet 
r = /2/QD^i:^^, 
unde sequitur^ii:/^^^. Cum yero sit rz:^, crit aarr^-^; 
et ob pd xzidy habebimus 

— J VTJ^fi* *^ y -J VTJ^J yljQM' 

Pro formula quarta <i:R ob tzi'^, nanciscimnr *r)/2/R3r. 
Ai est * = |-J, «nde fit 3a?= ^J^3^ . Est vero etiam *-^» 
5deoque^=/^£flf5-^; 8cdquonlamp=/^dx, 6t p-f^^I—f^^^^, 

ex quo prodit yzzfpdx, Quocirca or et ^ ita per r. determi« 

nantur» ut sit 

_-./• ^*" _ «X ,/ — f _'''•_ /• ^T» /• r3r 

^-/iTI/Rdr» *=* » -y •«/K3W V»JKdrJ VTJkS^' 

Pro formula quinta ucS, ob uzz^, adipiscimur tzLyif^sz:^ * 
ut8itaa?=^7^^,. Est yero etiam tzzj^, ergo rz.f^^, Tum 
qzifrdx, pjzfgdx et yzifpdx, ex quibus conficitur 

*-=yya/s3« ** 2/ -fvTJi^fTTJiTtSviiji^tfvljht * 
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S c h o 1 i o n. 

1116. Hi sunt ca8us, quibus formulas illas stmplieiores supra 
recensitas resolvere licet^ neque methodua patet^ qua reiiquae tractari 
queant. Multo pauciorea occurrunt casus tractabiles in formis magif 

compositis^ ubi ^ — ^ aequatur fuqctioni binarum pluriamve quantita* 

tum Tariabilium^ ob quam penuriam parum admodum suppetit^ quod 
in hac sectione exponere queamus. Aequationum autemi quae per 
methodos adhuc inventas tractari possunt/ haec fere est forma 
generalis 

sumto elemento d x constante ^ quae etiam ponendo 

dyzzLpdx, dp zizqd x^ dq znrd x, etc. 

ita repraesentari potest 

Ay + B/i4-C7-f.Dr4.Ej-+.ctc.= 0. 



Deinde vero etiam aequationes hac forma latius patente contentae 
resolutionem admittunt 



Ay -H Bp -f. C ^ H-D r -l-E j -f. ctc. =: X, 

denotaate X iunctionem quamcunque . ipsiua x. Porro quoque te- 
quentes formaci quae quidem ad illas reduci possunt 



«a •" «• 



«4 



etc. 



X • mx "^ «3 ' oB^ 



: et 
X, 



At/ + ^^ 

<)uarum resolutio adeo succedit| ad quantumvis gradum etiam diffe- 
rentiaiitas assurgat ; i|i barum ergo aequatioaum evolutione traetatio 
nostra i^^^^/^bitur. 



f. m* * 
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..... .-..•.: ...... 

DE 



RESOLUnONE AEQUATIONUM HUJUS FORMAE^ ^ 
SUMTO ELEMENTO aa: CONSTANTE. 



Problemft 14<I. 



H17. 



A 



equaUonis differentialls tertii gradus 

*»^ a» ^ ax« ^/Jje^ — "» ' . 

eumto elemento "^x constantei integrale . completum inyenire. 

Solutio 

Cum A^ By C| D sint quantitated oonstantes^ le^ attentione 
fiflubiia pateti isti aequationi hujuamodi fbrmam y^^* satisfacere; 
cum enim hinc sit . 

his aubstitutis et aequatione per e^* ^yisai fit 

A-t-XB4^X^C+X^D=:b, 
iinde 6zpbnens X determinatur^ qui cum tres Talores sortiatori qni 
8int (t, (?, y\ habfebimus tres formulas satisfacientes^rzre", 
y— e^*, yzizi^^. Yerum ex natura aequationis pr6][Mifitae p^« 
epicuum cst, si ei satisfaciai^t TfilQrQS^zi;?^ yzzQ, yiziR, 
etiam his utcunque conjungendis satisfacturam 
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Quare ex ternis formulis inyentis iianciscimur haii6 latisfiime paten- 
tem aeque satisfacientem 

quae forma cum tres constantes arbitrarias ^» f&^ C complecta* 
tur^ revera erit integrale completum aequationis nostrae propositae. 

Corollarium 1. 

1118. Integrale ergo completum tot constat partibus ^ quot 
radices habeat seu /^ctores aequatio 

A ^- B X H- C X* -+. D X ^ zn , 

cujus si factor fuerit a-f-X, pars integralis erit r***. 

m 

C r 1 1 a r i u lii 2. 

1 1 1 9. Haec scilicet pars ^it integrafe hujus aequationls 
^y-4-g^— 0. Unde si sit 



A -I- B X -f- C X* •+. DX^ zz (a-+^ X) (ft 4- X) (CH^ X), 
quaerantur yalores ipsius y ex his aequationibus simplicibus 

^ui jBi .«int y z::zP t y -=: Q, ^ = R, integrale aequationis proposit^p 

*!»- ' • 

cm;.. 

.. / |/=r:5CP-HS3a-i^€R. ! 

• ' . ■• ' . . . ■ \ . ■ . \ . . , 

.C ar oliarium 3. 

1120. Si binae raclicc^s sffit ae^ates, pufa ^m'a$ conA^ 
deretnr differentia tit evanesciSns vel pma-^-w» et cum »t 

€p*z=e«*.6«»;=:e«*(l-*-(tfa:), ' /' 

evidens est loco fld**^-:©^?* scribi debere 



• * 



* * 



3i2 CAPUT n. 



Ae ii omneB trt$ radices faerint aeqttales aiii^inyi iit aeqiHh 
tio $it 

ob a3:|3 = y=i~a, integrale completam erit 



Corollarium 4. 

1121. Si binae radices fiant iinaginariae^ ut fit 
/t=:jUL + K/— 1 etp=:jjt — y/— 1, 

looo 5(«** + S56P* scribi debet 
quae reducitur ad hanc formam 






Scholion 1. 

1123. Quamquam aequatio proposita tripUcem integrationem 
postulati antequam ad relationem &utam inter o^ et ^ perrematnr, 
hic tamen una operatione, quae ne integrationi quidem est afflniSy 
eo pertjgimus. Conjectura scilicet jTormam coliegfanns iiequationi 
particulariter satisfacientem , simulque tres hujusmodi formas sumns 
consecuti. Deinde ez ipsa aequationis hoidole mtelleximus, si ralo* 
res singuli ffznFp yzzLQ^ yi=iR satisfaciant, etiam formam ez 
iis compositam ^ = $(P-l-i^Q+CR satis&cere debere, qnod 
nisi commode evenisseti ex illis temis yaloribus mhil ampliua con- 
cludi potuisset. £x eodem ergo principio hi genete hujusmodi 
aequationes differentiales , quoticunque fiierint graduSi nno quasi acm 
ita resolfi Doteruntt ut adeo inteerale completnm as9fmetnr. 
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Scholion 2. 
M23. Quonitm aequationem dilTerentialem tcrtii gradus 



in generc rcsolvere U(;uit, lit^mtegrale completnm esset 

existentibus a, ^, y radicibus hujus acquationis cubicae 
A4. B X 4- C X* -h D X* ~ , 

hinc asum non contmnendum . pro aliis aequationibus , in quas illam 
transformare liceti percipiemus. Primo autem illam aequationem 
ad diflerentialem secundi gradus revbcare iicet ope substitutionis 
y — c-^*^*; undc fit 

ita ut aequatio transformata sit/ diyisione^ per e^^^^ facta, 
cujus crgo ob u ~ —^ integrale est 






4 

Haec autem aequatio ulterius ad gradum primum reducitur ponendo 
^xzzly^ ^^^ ^^^™ elementum dx sumtum sit constans^ erit 
«daw — ^fduzn^, 8eu a^tt—:?^, unde fit |-J=/, et 
— * zn,^^ ita ut prodeat haec aequado dificreittialia primt gradus 



A hL B tt 4- C w w+ D tt^ ^-*< (C ^ 3 D tt)4.5|.?i=: 0, 

eujus ergo resolutio qQoqiie, est ui potestate^ Qtriusqu^ scilicet 
rariabilis u ti t yalor per eandem Tariabilem xp exprimi potest. 



»ti d-APUT Iti 

Cum cnlm y p^r jt dctur^ * erit primo u — yj^; tum rero 



uircnto cnt 






» • . 



jJ CT -wt^ «t, 8, y sinc racHces- ex hdc aeqfsatione 
A _!. B X -f- C X" -4- D X^ — 0. 



v,>«c<»an autcm convenit, iilain aequationem, posito t ~{- ti u zzz z, 
4^iv t» hanu formam 

A.-f-BM -f-Z(C'-HP-M>4-^|^(S-^«tt)~.0, 

v4«uw tutiuft' patere videtur/ quam illae ejnsdem ^generis aeqimtiones, 
^u^ W\nH tructavimus; GuJpS| quia. r.alip p^r . metbo^os . cognitad 
'UU^L^ ^^(^(^i non cdnstat, iVSolutio facillime institultur poncndo 



• « . •-1 






* • ■» 









iU^4V>f wmltttt habc aequatio ;^ ^; -; i .: ^ ^ .. ^:; 
V\UW4 veflulutio e$t ostensa* 



CL 



« = « 






S c h o Ho n 3. 

* > • 



* » ' 



i f 24. 'A^quatio UU diff*erehtiali8 /jprimt .gradus 

. cujns integrale invenimus, diligentiore ' iyeldtione ^ feet* ' digna. Ac 
* piuri\9:; quid^in obsqryo, , cam..integrabilcm . r^rddi, si.rdiyidatur per 
hand formam 

DDf^ — D//(B.4-2Cu-+-3Dmm) 

-4-KCr^3Du)(A-f-BuH-Ca*-f-Du^)-^(A-j-Bu^Cu%Du^)% 

unde concludimus et hanc aequationem 

D 3 3 z + D u M 9 z H- z 3 a ( C -4- D w) -j- 9 M ( A -»- B u) ±z 

integrabilem fieri^ si dividatur per hanc forma^m 

DDs^ + D33(Bh- 2 Cu)-j-z[AC -i-(3ADi- BC)u-f-,(BD-»-CC)Uk] 
-f-AA-4-2ABuH-(AC-4-BB)uuH-(AD-i-BC)u'. 

Utrinque autem divisor iste nihilo aequatus praebet integrale parti- 
culare, unde cum t vel z terhos bbtineant valores, singuli cxhibe- 
bunt integralla partieuiaria, IHnc operae pretium erit in genere 
aequationem 

investigare, quae per formam 

divisa integrabiiis evadat. Fer operationem autem supra explica- 
tam mvenitur 



?. r 



( . . 



3Lr=2P5a?, 8M=:PL3a?-f-3Q9ar, 
iiiz=i2QLdx, ct Bir^QM=0; - 



\ 



•'liflde' xonigiiut '^ • "' 



i •■ .'■..','!■) 






9M=:iL9L+^, et NdL=:?^; 8eu.M=;5||i, 



#• 
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- • * 

qui vftlor ibi 8ubstitutu9 sumto o N constante dftt 

3aN«=:LLaL^N-|-2NLLddL-f-2NLdL*, 
quae per dL muitiplicata, tranut in 

3dLdN'=d.NL»dL*. 



• • • f 



Vcrum commodius, ac singulari quidem modd^ ilbie aequatioiiei 
resolvuntur^ staluendo 

o % 

unde sumto elemento d z constante deducitur M iz: - ^ ^,- , hincque 

^**— TdZ^ — :• ^' 

Ergo d^Zzrzbadz^ , ideoque 

PDic^fll et Qd«=aZaz. 
Qttceirca smnto Z—OLa^-^^z*-^-'^»-^-^^ haee aequatio 

integrabilis redditur, divisa per hanc formam 

Praeterea si Z habeat factores, ut propo^ta sit haec aequatio 

y^y-+-y9«Ca-4-p-»-'yH-3z)H-3z(a-4-a)C|3-4-s)CY-4-«)r:o 

divisor eam integrabilem red^ens erit 

cQJus singuli factores nihilo aequati praebent integrale particulare. 
£x unoquoque autem, more magis consnetOi integrale completum 
ita elicitur, Pouatur 



/ 
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ac reperitnr 

•it porro dv=:pdz, erhque v z=. t£|±^I^±«), «t differenUandp 
loeocjtte d v ponendo pd Zf orietur haec aequatio 

9/» («->- ») (|3+a) (-yH-s) =:d z Ip»-»- ( 2 V-<Cr-p/>%. (V~ a) (V— /3)pl 
quae dat hanc separatam 



(«H-«)(P-H«;(7-+-«) f(p-+-V— a)(f-+-7 — P) * 



F r o b I em a 146. 

112S. Aequationis differentialis cujtiacunque gradu8 
A » + B ?.' + C'^ + D|y -♦-E|li+ e.o. = 



dx ' dx* »^ dx^^^-^dx^ 

aumto elemento dx constante, integrale completum invenirei 

S 1 u t i o» 

£t huic aequationl evidens est aatisracere formulam t/zzze^*^ 
oum enim hinc sit 

et in genere - — — X*c^*, facta substitutione pervenietur ad banc 

acquationem, postquam scilicet per e^* diviserimus, 

A ^- B X -h C X^ -+-D X^ H- E X* -h etc. = 

ex qua valorem ipsius X definiri opoitet. Hinc littera X totidem 
valores obtinebit, quoti fUerit ordinis aequatio diflRnientialis propo- 
sita, quorum singuli aequationi aeque 8atisiaeient« ' Qui valores st 
sint CLp (i^ y^ S, etc. integralia quidem particularia erunt 

j/ = ae«*, f/=ig3eP*, y — ^e'^*, etc. 
Verum cx ipsa aequationiS natura persplcumn est, aggrtgata quot- 
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ctinque horum valorum, ideoque ctlam omnium, perinde sati»racere. 
Cum igitur aggregatum omnium 

« — 9( e«« 4-58 eP« 4- C c'»'* -h fe «^* H- etc. 

tot complectatur constantes arbitrarias ^, S3} C^^» ctc; quoti 
ordinis differentialis est aequatio proposita, qttiff liaec ^fomnt .ejiis 
sit integrale completum, dubitari lEiequit. Asceodat Jiequatio difle- 
rentialis ad gradum n, ut sit 

ox ox x^ a x^ 

atque integrale completum ex n partibus constabit, quas ex reso^ 
lutione hujus aequationis algebraicae ordinis n, scilicet 

A4-BX + CX*-4-DX^H^ +NX»=:0, 

definire oportet. Singuli nimirum ejus factores simplices partes illas 
patefacient) ita si factor sit .a — X, ex eo integralis pars nascitur 
Ste**, quae, uti manifestura est, ex integratione aequationis difffe- 

rentialis simplicis a y ^ <^zzz nascitur. Simili raodo duo facto- 
res conjunctim 

(a — X) (/3 — X) rr a /3 — Ca-f (3)X H-X X 

integralis portionem 9( e^*-f-S3 «'^* suppeditanty quae simul est 
integrale hujus aequatibnis differentialis secundi' gradus 

Atque in genere si aequationis illius algebraicae factor sit 

a + 6 X 4- c X^ +/X 3 t4- ctc . =: , 

,.ex lioc vicissim formetur aequatio differentialis 

a » 4- * H -1- « ||l +/|;^ + eto. = , 

«ujus idtegrale completnm si sit y — P, id simul erit pars inte- 
gralis aequationis propositae. Atque hoc modo ex smgulis Ikctori- 
bus aequationis algebraicae 

• AH-BX-f-CX«4-DX3-h.. 4-NX« = 
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<krivabunttir Singu}«e partes integralia quaesiti^ quae junctae ejus 
integrale conipletum constituent, ita ut praecipuum negotium reso* 
lutioni Iiujus aequationis innitatur. 

CoroIIarium 1. 

1126. Si igitur istius aequationis algebraicae omnes factores 
simplices fuerint reales simulque inaequales, integratio nullam habet 

didticullatcm. 3i enim factor simplex sit/^-f-S^Xj integralis pars 

■ -J' — /g 

indc oriunda est St e ^ v 

C r o li a r i u m 2. 

112 7* Si bini factores simplices sint aequales ^ seu factor 

— /« 

fuerit (/-»-^'X)*, pars integi-alis inde oriunda e«t e * (51 -4- ©a?). 

Si factor sit cubus (/-4 gf X)* , inde oritur pars integralia , 

e t (5t-h33a?4r€a?'), 
et ex factore biquadrato (/-f-gfX)* hnjusmodi pai» " 

• «"«"^ ($C -h 33 a; -4- € a?* -h © a?') , 

. ■ 1 

et ica pbiTO pro quotcunque factoribus acqualibus, utr ex §. 1120. 
coUigerc licet j ' 



I • * 



. C o. vollarium 3. 

1128. Si factores occurrant imaginarii , bini conjuncti exhi- 
bent factorem trinomium realem, cujus' forma ita repraesentatur 

//-f.2/j/Xcd8:?H^fl^^XX,' • / ■'•■ 

unde deducitur 

X := — {-'lccls. <(; HK y — i . sin. ^),.' 

9 *- 



■ • « 
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quo cum §. 1121. collato, fit ^zrz ^^'"'^ et vz=.^J~^ . Ex 
quo pars infegralis ex tall factore oriunda erit 

— /y eot. ^ 

m- /A/ fxsiJU^ . m • fxsin.^\ 

e ^ (acos, "^ -f^^sin. - — 7 }• 



CoroIIarium 4. 

1129. Si hujusmodl formae quadratum inter iactores occnrrat 
<//4- 2 /flr X cos. ^-^ggXrfy 

seu dtto hujusmodi factores sint aequales, considerentur quasi infinite 
parum dlscrepantes , ut in altero loco 4 sit "^ ( 1 + u) , et ob 

co%,i^^- (1 4-«) =:cos.-t^ - !^^S^n,i^, et 
3in./£^ (H_ 0,) = Bin. ^-^'^ -f. 5it:^i^ coa.-^'"-^. 

O ' O ^ o 

€X hoc factore coliigitur pars integraUs 

cui prior addi debet. Hunc in finem constantes ita. contrahamns 
ponendo 



nnde illae constantes ntique determinaiitar, eritque pai^ integralis 
respondens 

— fxeos.j 

e « [(€ + ®*>cos.^^-|-(5H-J5>.*)tin.''^]p^], 
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S c h o 1 i n. 

t 

1130. £n ergo universam methodum faujusmodi aequationum 



differentialium integralia inveniendi 






dx 



X 






• • • 



N 



yy 



ita in compendium contractam. Procedatur ut iste . laterctilus ~ indicat 



ioco " y 


B X 


ddy 
Bx^ 


d^y 


d^y 
dx* 


d^y 


dx^ 


* ' * ■ ' ao?» 


scribatur i 


2 4 

z z zr 


z* 


s» 



u oriatur haec 'aequatio algebraica 

A4-Bz+Cz"H- Dz^ ^Ez*+ ^Ns^zzO, 

cujus singuli factores reales^ sive simpUces sive duplicati^ notentur, 
atque insuper casus quibus dao pluresvesunt inter.se aequales, probe 
observentur. Tum cujusmodi partes pro integrali quaesito ex sin- 
gulrs factoribus oriantur, ex sequente tabella intelligere licet: 



Factores 



(/-f- 9 z)* 
f/-\-2/gzcos.^^ggzt 

(//■-+- 2/gf s oos. <^H- ^ Sf z s)* 



— /« 



Partes integralis 



^e s 



— /« 



($( + fdx) e « 



/« 



i'^ -h fd X ■+- ^ x') e i 



—J* 



(St -f- ©ar -H € x^ -I- 3) »3) g « 

/«JfLi+©9in.-^«''''-f' 



(3( C08. 



s 



) 



—fxeos.^ 



^^\i 



(31 -+^ 93 X) «08. -^^^iiii^ 

6x)8in.-^**'"-^ 



(a 



(//-+; 2/^ z cos. <^'¥ggzz) 



—fxcos.J 



S 



^ (91 -H »x -•- Ca:x>cos.^?^i^ 
/(a +6:cH Ca:a:)sin.-^"-^ 



etc. 
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Pro singulis autera factoribus diversae litterae constantes scribi de* 
bent, ut integrale omnibus nuraeris completum obtineatur. 

Exempluml. 
1181. jiequatidms diJfereMialls qxiarti gradus 

ad y , 2dd y a d3 y ^ a^ y 



^ dx ^. dx» dx3 ^ d5c4 

integrale completum assignare. 

Hinc oritur aequatio algcbraica 

quac in hos factores resolvitur (t — z)^ (l -f-zz)^ quorum prior 

ob fz: i et gri: — i praebet hanc partem integralis (9( -^- 53 a:) «*, 

* 

alter vero factor ob fzzi 1 , cos. ^iz: 0, grin i , et sin. ^ rzr 1, 
dat §1 cos. rc -t- S8 sin. x. Quare integrale complelum , quod quaeri- 
tur, erit 

y = (5( -4- 53 a:) e* + C cos. o; -f- ® sin. a: 

continens quatuor constantes arbitrarias. Quod si velimus, ut posito 
o? — fiat y — , fieri oportet S( -f" C m , si etiara ^ eodem 
casu evanescere debeat, ob 

§-£ = (« -+-53-f-^J?)c*-^€ sin. o: -f- © CX)S. ^ 

ficri dcbet %^^^^— Q. Si praeterea |^ evanescere debcat, 
ob 

^ = (St -h 2 © -h © ar) e« — C cos. a: — S) sin, a; 

fieri debet St-f-253— <£=:0. Quare his tribus conditionibus 
satisfaciemus sumendo (£ — — ^, 53 ^ — S( ct JD — 0, ita ut 
sit integrale 

t/ ir: §( ( 1 — x) c^ — 51 cos. :r. 
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Exemplum, 2. 
1132. Aequalionem differentiaXeni quarti orcUhis 



Ay+c||^-hE 



d4j 

dxi 



swnto elemente 5 x constante, integrare. 

Aequatio algebraica ad integrationem per&cens est 

A-4-Cz?-f-Ez* = 0, 

quae semper duos factores duplicatos reales habetf quorum forma 
duplex esse potest 

vel (art-}-2 ma2-+-7izz) (aa — ^maz-^nzz) 
-vel (aa-f-mzz) {aaA^nzz^. 



Ex priori est 

A — a^, C~2 /laa — A mma a^ Eznn n^ 



ex posteriore vero 



a 



(m -f- ;z) a a, E znmn: 



semper autem terminum primum A biquadrato a^ repraesentarc 
licct^ et prior resolutio iocum habet, si E sit numerus positivus, et 
2 naa — C seu 2 }/ A E — C quoqu» positivus , ideoque 4 A E ^ C CU 
Posterior vero si C C ^ 4 A E. Tum Jgitur videndum est, ad 
quamnam classem singuK factores pertineant, unde sequentes casus 
occurrent. . " 

I- Si omnes quatuor factores simpliccs sunt rcaleSi crit 
A-f-Csz-t-Ez^— (a^z) (a — z) {b \ z) b—z), 
et haec habebitur aequatio 

cujus iniegrale tfomplctum cst 



y r:i 91«« 



fb 



o — a X 



-f-QL 



r ^.h X 



S)e- 



bx 



•• 



S24 
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Ac 81 sit b "ZZ ay hujus aequationis 

2 aa ddy i d^y 



a*y 



0, 



integrale completum erit 

y m (9( -f- 35 a:) e« 4- (€ -4- © j:) ^— «* 



IL Si duo factores simpliees sint reales, duo rero imaginarii, 



ent 



A -f- C z z + E z* — (a -+- z) (a — z) (6 6 -+- z z) , 
et haec habebitur aequatio 

cujus integrale completum est 

yzi:9(e^*-HSe— **-4-€ cos. 6 a: -h © sin. 6 x. 



(aa-h zz) (b b -^ z z)^ 



aab b y + (d a -h 6 6) ^^ 



IIL Si omnes factores simplices sint imagrnarii, duo casus 
sunt evolvendi: 

1) si A^-Csz -hE3*i: 
unde hujus aequationis 

i-^bb^^^^zzo 

integrale completum erit 

yzn^ cos. a ar + 33 sin. a a: H- € cos. 6 o: -4- © sin. 6 a: : 

2) si A-i-Czz-f-Ez*z:(aa-t-2ascos. ^-f-sz)(aa— 2a3cos.^-f-ss), 
unde hujus aequationis 



a*y 



aaaddy ^ y i d4y ^ 

-j-^-r^ C08. 2 < -f- 3-^ — , 



integrale completum est 

^ y — 6"+"***^^^-^ (S(cos. ax sin. ^ + S3sin. a ^ sin. ^) 

-+- e~^*^^^ ^ (^ cos. a X sin. ^ H- JD sin. a x sin. ^^). 

At si sit priori casu 6 ~ a, seu posteriori cos. ^znO, hujus 
aequationis* 
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« !/ H ax-p" -^- dis — ^ 

integrale ooinplelum cst 

j/ — (?( 4- 33 x) cos. a a: 4- (S -+- © ^) sin. a x. 



S c h o li o n 1. 

Ii33. Citm jgitur aequationis 

/^y^ dx* ^ dxT — ^ 
integrale assignari possit, omnes aequationes quas inde derivare' 
licet, integrari poterunt. At haec aequatio per 2dy multiplicata 
per integrationem ad difTerentialem tertii ordinis reducitur 

Auu ^ ^^~ , £Ea2^a£2zzMi>! — Const 

Ayy-{- ^^, -h^ dx4 — i-onst. 

In integrali autem ante invento constantes 9(, f&j C» ^ ita defi* 
nire licet, ut haec Const. evanescat, ideoque hujus aequationis 

integrale completum erit in nostra potestafe. Nunc ponatur y^e-f'^^^^ 
ut sit v=z^, et ob llz=zef-^'v, 

|^_,/xax(a^^^^), atque 

aequatio nostra hanc induit formam 



Sit porro ^mzi— , ut sit 

^ — ^:?? — 1^>^ a>^ . 

— dx — ydjc* yydx^' ^^^^ 
ddv , «v - ddv_^sds 

ax ^ dx* dv 

unde resiiltat haec aequatio diflTercntialis primi gradus 

A -H C .X i; H- E (— /~ — ss-u4vvs^v^)i=z0, 
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• t 



cujus relatio inter v ^x s ita ex relatione inter x ti y inventa 
definitur, ut sit ^ 

^ — ydx ^^ ^ — yydx^ • 

S c h 1 i n 2. 

1134. Retcnta auiem iila constante per integratronem 
ingressa, ut habeatur 

in integrali completo, quo y per x exprimltur, constantes 91, JB> 
€, JD, quantitati huic G conformiter determinari potenmt. Nunc 

igitur ponaiur 3^:"— , ut sit v^ — ix, erit 

33> wdtt h^ y -^ ttdtt 



• *■ 



dx» dy ^ dx^ ^ • d:y 

ideoque |^zz:^d.^^. Unde obtinetur haec aequatio diffcren- 
tialis secundi gradus 

A ^ -^/2Utt^ TX 3U ttWdtt*\ I-. 

ubi consideratio elementi pro constante assumti est exuta. Nihil 
ergo impedit, quo minus sum.imus dy pro constante, fietque 

Ai g^ , r^ /2 u'i d d u ' u u d u*^ ^ 

y y -h c M u -f- E (-^— 4- -^- . ) — G , 

quae ergo aequatio etiam integrari potest. 

Vel si ponamus y y zn p et uuzzi q ^ sumtb elcraento D p 
constante, prodibit haec acquatio 

A;; -f. C 7 H- E ^jM ^^^-^ ^^^^P^^-P^?') _ G. 

2 

\c\ sl in illa acquatione ponatur u zzz r^ ^ erit 



Quarum formarum intcgratio sine hoc subsidio maximc ard^ia vidciur. 
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Problema 146. 
1135. Proposita aequatione dlfFerentiali' oidinis cujuscunque 

^y±^ — — 0> wbi elementum dx constans est assumtum, ejus 
o x^ 

integrale completum investigarc. 

S 1 u t i o. 

Aequatio algcbraica solutioni inserviens est a^ ^ z^ zz: , pro 
cujus resolutione duos casus considerari convenit| prout signum vel 
superms vel inferius valeat. 

I. Valeat superius^ ut haec proposlta sit aequatio 

et formulae a^ + z^ factores reales sunt 

a a — 2 az cos. - -+- z z^ a a — 2 az cos. ^ ^ zz^ 

a a — 2 a z cos. {-- z z, etc. 

quorum ultimus est vel a a — 2 a z cos. — -+- z s vel 

a a — 2 a z cos. - — > — \-z z^ 

prout vel n vel n — 1 fuerit numerus impar, atque illo quidem 
casu loco factoris quadrati aa-j-2a2-|-za ejua radix a + z 
sumi debct. 

Hinc istius aequationis integrale completum est 

t/ z= -f- e " (^v( cos. a x srn. - -*- S3 sin. a x sm. -} 

-f- e ^ (^(icos. a.?sin.— -^Ssm.aorsm. — ) 

a X cos. — 



^ (^cos. a rsin. — -f ^ sin. ax sin. -^ 
6tc. 
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Cttjus expressionis, si n «It numerus impar, ultima pars fit f|l^e'~"* 
•Quod integrale etiam ita potest exhiberi 



a) -hf&e 



5ir 

axcos.— 



3 7r 



^ cos.Caxsin.— 



6) 



it 

axcos.'- .. ^ 

y:zvle " cos.(axsm. ^ 

^ axcos.-— . 5-,r' ^ axcos. . ^-. 

-hSc ^co8.(axsin.~-f-c)H-©« * co8.(aa:sin.^^b) 

elc. 

quae forma eousque oontinuari debet| quoad similes termini recur« 
vant. 

II. Si valeat signum inferius ^ propositaque sit haec . aequatio 



dx' 



0, 



formulae a^ — - z^ factores reales sunt 

a ir 



a 



z* a a -*-. 2 5 cos. 



n 



zz, a a 



S-jr 



2 az cos. ^J^ 4- s :; 



a a — 2 az cos. — -4- z s, etc, 

n • ' 



quorum si n numerus par, ultimus est a-f-s^ sin autem iinpar 
a a — 2 az cos. ^^ — 



Quare aequationis hujus integrale completura est 



1 



a X cos. — , 
" ---> '^ (©cos. axsin. ^-♦.Csin.axsin. 



2 ir 



a X coB. 



a X cos. 



4* 






« (S) cos. ax sin. ^ -h € sin. ax sin. i^V 

61r " ^ 



(5 cos. a X sin. 
ctc. 



S7r 



®sin. 



6 7r' 



aarsin. — ), 

n / ' 



quod integrfle etiam ita exprimi potest 

aTT 

a a? cos. — y. - ^ 

f/«:9(c^*^S3« "" cos. (aorsin. ^ 4- (>) 

67r 



ge 



aa:cos. 



12! 
^ cos.(aa:sin.^~-f c)-4 ©e 

etc. 



aorcos. 



^* cos.(a.rsin. 



6jr 

n 



t>). 



CAPUT IL 32» 

quac forma eousque est continuandfl ^ quaindiu termmi a priQribirt 
dircrsi prodcunt. 

S ch li n 1. 
M 3 6 . Pro variis ergo exponentis n valoribus integralia sequenti 
modo sc habcbunl, ac primo quidcm pro aequatione «^y 'T".t— ;: — 0. 

I. Aequationis a y -f- j-| =; integrale est 

II. Aequationis a* ^ + 1-^^ zn inte^rale e$t 
t/ n: 21 cos. (a o: •+• a)» 



III. Aequationis a^y-f-j^rrO integrale est 



IV. Aequationis a* y •+• |^ zi: integrale cst 



j/r=9(c^«co$.(J-?H-a)-|-^c*'» cot.(^-+-6). 

V. Aequationis «^ y •4' |^ ::^ integr aVe e«t 
y =: 9t c« *««•'«" C08. (a a? sin. 36" -h a) 

VI. Aequaiionis a^ y -^^^:=z integrale cst 
y — ^e * cos. (| a a: 4- a) 

-^^Qo^iax^ 5)-i-e:e » cos. (|aar-»-0^ 

etCr 
Vol. n. 42 
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SimiU autem modo pro altera forma 

dar' 

integrationes ad valores simpliciores exponentia n acoommodatae ita 
se ttabebunt 



«"i^ — -T:i=o» 



I. . Aequationis a y — ^ = ititegrale est 

II. Aequationis c^ y — <^ — integrale est 

III. Aequationls a^ y — ^-^ mz integrale est 
y=i% e" « + «B e"" ^ "* "^ cos. (^^^' 4-5). 

IV. Acquationis a y — v-^ — integrale est 
y = 9tc** -4-S8cos. (aa?-H-5)4-€^"*. 



V. Aequationis a* y — ^ g-^ zn ! integrale est 
j/ :=: 3( e«* H- © gaxwj. 72° ^05. (a x sin. 72® •♦-6) 

-f- C «~~ " * '"• '** cosi (a X sin. 3 6*' ■+- ()• 

VI. Aequatiouis a^ y — ^- 5 :rr: integrale est 
y=:S(c«« -f-«Bc*'*'^cos..(^/^-+-5) 

sicque quousque libuerit progredi licet 

Scbolion 2. 

If37. Quamyis methodus, qua bic sum usu8| expedite jote* 
gralia aequationum in proposita forma contentarum suppeditet^ a 
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principiis tamen integrationis omnino abhorret. Cum enim aequatio 
difrerentialis est altioris gradus, leges integrationis postulant, ut 
toties seorsim integretur, antequam ad relationem finitam inter binas 
irariabiles perveniatur^ et dum singulae integrationes constantem 
erbitrariam recipiunt, hoc-demum modo integrale completum obli«> 
netur. Hactenus autem una quasi operatione integrale postremum 
eruimus, cum omnibus constantibus , quibus id completum redditur; 
revera scilicet sola conjectura iitentes plura integralia particularia 
aumus adepti, atque natura aequationis commode permisit, ut ex 
iis integrale completum formare liccret. Verum si leges integrandi 
stricte observare velimus, proposita verbi gratia aequatione difFe- 
rentiali quarti gradus, quadruplici integratione opus erit, quarum 
prima ea reducatur ad aequationem difFerentialem tertii gradus, 
tum vero ista per novam integrationem ad aequationem difFerentia- 
lem secundi gradus, quae denuo intcgrata ad gradum primum per- 
ducatur^ haecque tandem iterum intcgrata relationem quaesitara inter 
binas variabiles patefaciat. Atque hoc modo etiam aequationum hic 
tractatarum formam resolvere licet^ ut per continuas integrationes 
ad gradus simpliciorcs redigatur, quibus tandem eadem integralia, 
quae hic elicuimus, inveniantur. Cum autem haec methodus latius 
pateat, quam ad formas hic consideratas , ejusque ope h^ec aequa- 
tio generalior integrari queat 

X = A!, + !^ + ^-H2>V + .tc. 



denotante X functionem quamcunque ipsius Xj cui resolvendae prae« 
cedens methodus minime sufficit, novam methodum statim ad hanc 
formam generaliorcm accommodabo. 



mm 



. / 
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DB 



INTEGRATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALTUM HUJUS 

FORMAE 

hBy I Cddy , Dd3y 



A» + =^ + ^.¥ + W + e'«=- 



Problcma 147. 

1138. 
Jl roposita aequatione difTerentiali 



• • ' • ^^ -N • » 



d X d x^ dx^ d X 

sinnto e^emento d x constante, et significante X functionem quam- 
cunque ipsius x^ invenire functionem ipsius x^ .per quam hacc 
aequatio multiplicata integrabilis evadat. 

S I u 1 1 0. 

Sit P d 0? istr ^ultiplicator quem quaeoriiaus , «t pum prius 
membrum X eo integrabile reddatur, ejus rationem ex altero mem* 
bro definiri oportet. Facile autem intelligitur , formam hujus multi* 
plicatoris P ejusmodi fore e^*, ita ut quantitas X definiri debeat. 



^}"^ d X multiplicalM , atquc 




— TL -4— — r z — •-t^ -r — -=— -4* • • • • • -+* — r — 



d X d X* d x^ d X 



y 



\ 
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intcgrabilem essc oportet, cujus intcgrale propterea statuatur 

ita ut hujus differentiale cum illa forma congruere debet » quod cum sit 

-f -4^ -f- ,. -f- 

dx (ix^ * d aj" 

necesse est sit 

k/ A Tj/ B — A f^/ C— B i^/ _ D — C 



• • • • 



• • 



. . M' = '-i=^' , atque M' :=L N. Hinc erit 



A'=r^ 



X » 

B A 



^' — Y — X»' 

p/ C B . A 



X X» ^ X3 » 

D C B A 

X ~ X» ■+'X3 X4» 



• 



• 



.,/ M L . K A 

N M L _ A 



ubi ex ultima aequatione q«aiHita6 X erui debet^ qtsac aequatio 
induit hanc formam 

A~BX-f.CX^ — DX^EX* ^NX^mO 

unde cum X sortiatur "/f iralores, totidem quoque multipiicatores, 
inveniuntur. . 
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Scholion. 

*' .... 

1142. Haec igitur est raethodus hujusmodi ^equationes dif- 
ferentlales altiorum graduum successive per gradus integrandiy ubi 
tot opus est integrationibus^ quoti gradus differentialis fuerit ipss, 
aet^uatio proposita. Totum ergo negotium sitiim est iQ^ ihY^ntione 
successira coefHcientium , quos ex praecedenjtibus ope multiplicatoris 
definiri oportet. In .genere qUidem lex, qua ii continuo ex antece- 
dentibus determinantur , non ita cst perspicua, ut inde forma inte- 
grabilis extremi perspici possit ; verum quia ex capite superiori 
novimus^ casu quo primum membrum X evanescit» etiam uUimuKa 
mtegrale lege satis simplici contineri^ idem hic usu venire merito 
suspicamur, eamque legem faciilime agnoscemus, si pedetentjm a^ 
gradibus inferioribus ad altiores progrediamur. Ac primo quidem 

casu, quo aequatio est differentialis prhni gradus XnAi/-f-B^i 

multiplicator erit e^^ dx^ posito A — X B zn , ut sit Xliz ^ > 
et cum sit A^— ^ — B, integrale crit 

Ad hanc similitndinem aequationes graduum altionim evoiramusy ac 
formara iategralis ultimi inrestigemua. 

■ . » " 

Pr b I e m It 148. ...... 

r 

1143. Proposita aequatione differenliatl secupdi gcailus X 
per duplicem integrationem relationem inter x et y investigare. 



S 1 V t i 9* 



% ■ 



. .. :1 



iSii e^^ d :x: multiplicator hane a^quationetn pcr se- integrabi- 
leni rcddcns ^ eritque A — B X •+-, C X* z:. • tum sumalur 
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positoque 

aequatio semel integrata est 
y — A' ly -4- B' ^-2 

*" I 

, N, • 

Hojus jara tnultiplicator sit ^*3a:, eritque A'' — B^jiZZO, ac 

«tatuatur A'"'' z=.^=:B^; positoque t—^*/e^ • X^ 3 a? = X'''' habe- 

bimus X'''^^! A'"'^^, quae est aequatio bis Integrata relationem quae- 
«itam inter o? et ^ exprimens^ 

Cum igitur hic «it K'^ zzB' et B^^C^ «rit k^^-C. Deinde 
loco Af et Bf substitutis valoribus , aequatio A^ — B'' jul m induit 
hanc formam 

B — CX — Cjxz=0,6eu B — C(X -4^101) = 0, 

cx qua cum sit X-^-jULzr ^, patet X -f^jx aequari summae bina- 
rum radicum aequationis A — B X -4- C X* ziz 0* Quoniam igitur X 
cjus una est radix, jui necessario ejus alteram radicem denotat. 
Quare si ex aequatione proposita^ uti in cstpite praecedente feci- 
mus^ hanc formemus aequationem A<H-Bz*-f-Czz z=: 1 ejus 
radices erunt zzn — X et z zzz — jul. Seu si factores ejus sta- 
tuamus C (a -*- z) (/3 H- z) , litterae a et |3 praebebunt yalores X et jul. 
Hinc cum sit 

X'i=e— «*/c««Xaa: erit 

/e(P-*)«aa?/ij«*Xdar-^i^(P-«)V^^ 
unde concluditur ^ 

Quocirca aequationis propositae integpale completum est 
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nbi liUerae a et (3 ita sunt capiendae, nt nt 
A -h B a -j- C a a = C (a-4- ») ^ -*- »). 

Corollarium 1. 
1144. Si bini hi factores sint aequales, 8eu ^zza, erR 

ideoque casu 

A-f-Bz+CzzrzC(a-f- zf^ 
aequationis nostrae integrale est 

Cy = tf-«»(ar/c«Xda? ~/«"Xxaar>. 

Corollarium 2. 

1145« Si bini factores sint imaginarii^ quod erenit si 
A-f-Bz-f-Czz = C iff-^ 2fz cos. ^-^zz), erit 
a z/(cos. -4- }/— 1. sin. 0) et 
p z:/(cos. ^ — |/ ~ 1 . sin. 0) binc 
««* z: e-^*^** • (cos./ar sin. ^ h- |/ _ i . sin.fx sin. ^) et 
eP« n e'^»^^^- • (cos./a? sin. ^y^ 1 , sin./a? sin. ^) , atque 
(3 — az~ 2 }/— l./sin. ^. 

Corollarium 3« 

1146. Quo haec facilius substituere queamus, sit brcTitatis 
gratia 

^aicorJ - 1,1 ^ cos./x sin. (J z p i et sin.fx sin. ^ r 7, 

ut sit 

«•*i:mp-4-m qy/ — 1, ct e^^zimp — ^^)/ — i. 

Hinc fit 

/e«*Xdxz/mpXda: + /m7Xdar}/— 1 et 
/e>*Xd;c=/mpXdx— /m^Xdx/- 1. 
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Tum rero cst ' 



Corollariiim4. 
il47. £x bis colljgimus 

H-^p/m^Xd^-hA/m^Xa:», 

ct sumto y — 1 negativo, Iprodit V^P*/tfP*X3ar> quae iorma 
inde subtracta relinquit 

hocque residuum dividi debet per 

p — a— — 2}/ — l./sin. ^. 
Unde integrale colligitur 

I 

Corollarium 6. 

1148. Restituantur pro m^ p, q valores assumti, atque 
aequationis nostrae^ si fuerit 

A4-Bz-f-Czz=:C (//-4- 2/«co8. ^ + z z) 

integrale erit 

quae ergo [expressio aequivalet illi, sl a et p valorea . yni^giiuurios 

obtineant. 

Froblema 149. '^* 

1149. Proposita aequatbne differentiali teYti? gradte 
X;=Ay.4-BU4-C||f-hD|i2 

per triplicem integrationem ejus iiitagrale coippletum iaveflire. 



• j » . 
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So 1 u ti o 

Vosito multjplicfltore ^^d x^ debet esse 
A — BX-hCX^ — DX^^O^ 
tnm $umatur 

A^zz:B~CX-f-DX% B^=C~DX et C^ = D, 

po$itoqne 

Mqottio» semel integrata praebet 



dx "^ dx 

Hujus porro multiplicator statuatur e^^dx, ut sit 

A^ — B^|UL-|-C>"=:0, 
sumaturque 

A'^ zzzBT — C'iJL et B^^ = C^, 
et posito 

g-v-xfev^* x^ a 0? = X^^ 

aequatio aecunda integralis est 
-X.^' z=i AT' y-i- W' % 

cujus multiplicator erit e**dxf sumendo A^'' — ' B''' v r , at poslfo 
K"' "ZZ^^^ ^ erit aequatlo integraDs ferda 

«—»•/<»* X-" aa: = k" y=.T>y, 

m 

qtiseri ergo oporiet qoantitates X, |ui.y y. £st vcro primo 
' A--PX-4-CX*— ^DX^riO,. fwi 

B — C (X H- fii) -f- D (X X H- X fji H- fJ. fO == , 
et ob 

A,^ = e — D(X-»-tO ctB'^=D» 
erit terUo 



• r» 



>! . 
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# 

ti qua postrema aequalitate patet^ X + IX + V' aequarl summae 
radicum aequationis primae, cujus X est nna radix. Quod aulem 
|JL et y sint reliquae radices^ hoc modo ostenditur. Consideretur 
aequatio 

A ^- B z H^ C «* + D z^ zr , 

CQJus si una radix sit zzn — X, seu X -H^ unus factor, diridit^ 
tur per eum aequatioj ac prodibit 

D 5J^4-(C — D X) s ^- B 4- C X + D X X = , 

quac est ipsa aequatio secunda C^ zz ^B^ z -f- A'' — , cujus 
r adices sunt z izi — jx et zzzz — v^ seu factores (|ul ^z^ (y ^ z\ 
tttt in problemate praecedente ostendimus, Quare si formulae 

A -4- B z -H C :5^ + D ^5% 

factores sinC 

D(ct-H3)(|lH-s)(y-Hi5), 
pro integrali ultimo inveniendo ponatur 

eritque DyzrX'^''. Verum per reductionem integralium est, «ti 
supra vidimus 

hincque porro 

ubi bini postremi tentiini contrahuntur rn 

(a— 7)17— p)y ^^*X5 a?. 
Quamobrem integral^ quaesituHi est 
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^ ^ "~ C(3 — aHY -«) "*" (eT— f3) (y — (3) (« — Y) (^— Y)' 

CoroIIari um 1. 



1150. Si formulae A -^Bz-^C i* -i-D z^ duo factoret 
fiieriiit aeqoales , puta y = (3, erit 

-H d:^ a;/«P« X a ar - j^/«P» X a: a a?, 
ideoque integrale hoc casu erit 

Corollarium 2. 

1151. Si omnes tres factores sint aequalea , seu a =: |3 :z Y; 
crit 

^•» X '^ =:/e«* X''^ d o: =:/d ^/d a:/e«» X d x, scu 
t**^»X''=:|ra/e««Xda; — a:/e«*Xa:aa:^|/e"XxxD:r, 

\tudo integralc hoc casu crit 

l)y=|e--««(arx/e«*Xdx-.3ar/e««Xxdar-+-/e«*Xxa:dx), 

P i/ = 1^-- « '/d x/d x/e" X d X. 

S c h o I i o h. 

11(^2. In gcnerc etiam nulla intcgralium rcductionc adhibita 
liitr^iiilr nostiac acquationis ita cxprimt potcst, ut ait 

n f/ =: e-y'fe(y-^>'' a xfe (P-«)* a a:/e«* X d x, 

|MI|litU 

A-4 I3r-f C5'+D2^=iD(a-f.z)(/3+2)Y-+-«), 
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ubi imprimis notatu dignum occurrit^ quod terx)fts litteras a^ P» y 
quomodocunque inter se permutare licet, ita ut haec iiitegralis 
expressio sex modis variari possit. In problemate etiam praece- 
dente., ubi duo tantum factores occurrunt 

C (a^z) (p-hz) = A -f. B s 4- C s% 

aequationis 

integrale completum ita exhiberi potest 

ac permutatis Ikteris a et |3 etiam hoc modo 

Quarum foimularum aequalitas si fuerit perspecta, id quod tentanti 
facile patebity praecedentium quoque Tariationem declarat. Sit enim 
«•**fc**Xda?iiiX', erit pro superiori formula 

D y = e-y^/e^y-^^' d xfe^^ yH d x, 
cui cum aequalis sit ista 

Dy^zze-^^fi^^-y^^^dxfey^-KfdXy 
erit etiam pro X^ ralore restituto 

Dyzize—^^^fi^^—y^^dxfe^y—^^^dxfe^^Xdx, 

quae a prima hoc tantum differt, quod litterae (3 et Y sunt per- 
mutatae. Quod autem etiam litterae (3 et y cum a permutari 
queant, hoc modo difHcilius ostenditur, ex reductione autem in solu* 
tione adhibita^ atque adeo ex ipsa solutionis indole per se cst 
manifestum. 

Problema 150. 
il53. Proposita aequatione difTerentiali quarti gradus 
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snmto elemento dx constante^ et denotante X functionem qtiam- 
cnnqne ipsins x, cjus integrale inyestigare. 

:S o I u t i o« • 

In snbsidmm rocetur formula «Igebraica ^x aeqnatione propo* 
slta facile formanda 

quae in factores suos simplices resolyatur, ut sit 

P =: E (a H- s) (p-t-z) (y -f- z) (5 -f-is), 

et muUipHcator aequationem noslram integrabilem jreddens .erit e^^dx^ 
sumcnvlo X aeauali uni litterarum a» p, y» ^; sumatur .ergo XzKt, 
ui sit muUiplicaior e^^^x^ atque posito ,e ^'/e^^Xd :€ zzzX^^ 
acquatio semcl integrata erit 

ubi X\ B\ C\ D^ ita determinantur^ ut sit 

. A i>. — A-4.Ba ^/ Ca ^ — Ba4-A -p^ J>a3— Ca*«4-Bo — A 

A — - - • ^ — — z t — 9 ^ — • ^j J ^ 



$CU 

B — A' r%/ C— B' r\/ D— C' 

a * ""~ 

Ytl cuam 



A/ _ A "Q/ -— . B — A i^/ _ C— B p|/ 



A=: A\t, B=iB'a-HA% Czz:C^a-f-B^ I) z= D^ a -h C'. 
£;i 4\ubus ileterminationibus liquet, si ponatur 

hauo tVrmuIam Q nasci ex formula P, si haec per a^^z divida- 
t\\\\ Ua ut sit 

{^-/^r^-zzEcp^z^iy^zn^^zy 

\f\^\\v\\\ vv^o moilo sccundam integrationem instituamns ope multipli- 
,»rtlon» f'**c>.r, et posito 



iS^XpfetMit iis 



■• ■ -- 






«i-it^ Jiftgtaliv irilcgrallj v • 

X^' — A^ V -f- B'' ^ -+- C"^^ -^J' 
eo crficiemibus .V, Bf ; C Ita sumtis, ut sit * • ' " 

Hmo porro ope mulilplicfttoris «"^^d* intcgrando, si pon:imu« 
fT.r */ «"^ ' X\^ ^ 3? = X ^' , in veniemu» 

X'^'r:xA'"'^y-+-B''"||. 
existcnte 

Ac tandem ope multiplicatoris «^^do^t posiU fbmia 

intcgraTe tiltimnm repdriiur 

X//// ~ A^''^' ^ existente A'''' =: E. ' 
Haec igitur omnia colligendo^ integrale quaesitum erit 

<iuae expressio jam sine iiliis ambagibus ex resolutkme formae pria«> 
cipalia 

P = A 4- B 5 -f- C z* Hh D c' -h E z*, 

in factores sciUcet 

P ~V:ia-^z)0-^z) (y -^ z) ( j -i- z) , 

^oafi^ potest 9 ubi notandtsm ^uomcidocunque ordo littnarurm ^ 9 ^> Vi ^ 
permuteturi pxo E y semper eundem valorcm prodire dcberc. 

Cpronarium 1. . 
Vol. U 4 4 
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sett 

X^/ — ^^ } :i . 

Coroilarium 2* 

t f f> 5 . Porro ob X''' z= £—'**/ e**X'' ^ x, trit siraili nioa* 
reduetionem institucndo 

Cji — o-; (V — a) (j3 — a) {a~yy 
e—^»fe^*Xdx e— ''*/€*' *XBx ' 
"^ Ctt — p ( V -^ (i) "^ (a — (3> ((3 -^^' 

quae reducitur ad hanc forinatn. 



Ey 



(^--a)CV--a> (a.— 13> (V — (3) (a — V)(p— V) 

Corollftrium S. 

1166. Hinc srmili modo evolvitiir valor X'"''''', ubi qiildem 
anfficeret primum membrnm eruisse, quippe ex quo ob permtttabifip^ 
tatem reliqua sponte formantur. Hoc modo integrale nostrae aeaoa* 
tionis reperietur hac.for-raa expres&um - r 

e-g«/e«.*X3a; e-^*fe^*Xdx . 

(j3 — a) (y — a) (5 — a) Ca — f3) (y — |3> (5 — (3) 

_y) (p_Y) (5=7:^5'+' (^ _ ^> (p -- S) (V -..o)* 

S c h 1 i o n. 

J I r * 

<157. Si duae pluresve fa'dice^' isJnt aequales vel imagina- 
riae, ipt^rali» ii|Teiita . .trasfferi^atioiKm j^stulaot^: quato dtincept 



(a 



^ 



rnvestigabimus. Atque haec postrem:^ qmdem fovma magis apta 
▼idctur, unde transformaiiones repctaniur. Ita pro factorum aequa-^ 
litatc si sit 5rz:'Y^ feina postrema meiribra tantum reductioncm 
po3ttilapir^^ quam invetiicndam: ponatur Srz^^y-^oj^ et penulti- 

mum membrum erit — — ; pro ultimo autcm no- 

xo (a — 7) (P — y^ 

tandum est, csse 



« _^ 1 1 w" 



et 



hlncque 

f I . q7 — g— p 

i«- ^) vP- d) (7-^ w(a-7)(P-7) * " (« -7;" (P -7>* * 

Tum vero pro numeratore ^rit 
idcoqi: e 

— (ae^^y^/e^^^XxBx^ 

atque hinc bina ttkima membra ob terminos per (0 4i^isM se de« 
strucntes, abeunt iu hanc formam 



^uae expressio etiam ex priori forma elicitur. £odem modo pro- 
blema in generc resolvi potest. 

ProblemalSl. 

• « 

1158. Froposlta aequatione difTercntiali cujus^unquc gradus 

ox X dx^ oaf' 

•umto elemcnto d x constante ^ et dcnotantc X fmgictionttki qttam«^ 
ciiA(}U(; ipyios x , cjua , intcgrale inmtJgaM^ 



3X3 cnpuT m. 



S t U t t <K 



Formctar cx hne aequMione formuTa algebraTca 

qua& ia factorcs simpficcs resolvalur, ut sit 

P zr: N (a H- s) ((3 -h s) (> 4- ^s) (y-^ z). 

e|uorum mimerus cst /2. Quodsi jam simill modo per singolas inte- 
grationes continuo progrediamur, tandem ad hanc aequationem inte- 
gralcm cxtremam pervcnicmus 

acu cum factorcs inler se permutare liceat, erit eliam 

Nyiie-^^/cC^-P)*^^/^^^"''^^*^^/ /e<'^~^)*a.x/^"Xajc. 

Jlacc vcro exprcssio per similes reductiones^ quibus supra sumus 
usiy la sequentes partes rcsolvi potest, ad quas commodius reprae- 
aentandas sit brevitatis gratia 

(P-^a) (y ~ a)(5 — a) (v — et) r:: a''^ 

(a — p) (V — (3)(5 — 13) (K ~f3) = (T, 

<a-v>(p— v><5-^v) (K— Y>=y 



■ ' I 



(a — yX/S— ^Xy — K> . , ►» . . (jx — >/)r=j/, bincque erit 

lle autemr opus sit ad valorea a^, j!?', v'^> ^*^- iBveniendos^ tot 
fafitorea.iQ ae; inTicem i&uitiplicarej cum sit .ji* i 




CAPUT Itt it*7 

eridetts es*, >iatic formotartt pracbere raforem a'^, si jb Cff Stttuii- 
lUr a^tn: --it; hoc autem casa fractionis ^^7 — r— r tam nmnerntor, 

i|uan) dcnorainator ^vanedcit, ci quo ejus valor erit jfyj* Quart 

curo sit 

P ~ A -+- B 5 -r- C z' -!- D is^ 4- . . . . -4- N z'», crit 
^P — B^- 2Cs-h3D3^-f- . . . . -f-w?*^»"-', 

quac expressio vocetur Q, unde patet forc 



a'- 


2 ^ pOSltO S ~ 


: — a, 




n ^ posito S — 


= -13, 


Yz 


_ ^ posito s z 
etCr 


^-y. 



Vr\ cum his Taloribus substitutis acquatio integralts per N dividi 
queat, sequentes valores coliigantur 

B— 2CaH-3Da''— 4 E a^ h^ n N a* — ' =§(,' 

B— 2C|3-+-3Dp' — 4Ej3^ ±nNf3" — »=©, 

B—^Cy-l-SDv'— '4EV^ ±nN y*— ' = C, 



• 



B— 2Cv-+- SDk^— 4E>/* ^twNv»— ':=:SI>, 

t^ibus constitutis erit integrale quaesitum 

ouoad omnes faciores fucrint in computum ductL - 

-^.\ T. CioroJlarium 4.. ' 

HS9. Cum sit 

n *'~ji-. p —i^-. Y^ — w* ^^' ^^^ , 
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ProbLema 16 2.- / = • " »^» . - .> 
1163« Fropositat aequaiione idiflSerentiaU.^jusclimiiie^^ipkdiif p 

ti torma algebraica inde facta 

duos pltrresve factores siniplices inter se habeat aequales, parteai 
Jategrisilis inde oriundam investigare»* 

» 

S o 1 u t i o. 

Sint primo duo factores a -h s et (3 -f- z intcr se aequaks, 
•eu .p ~ a, reliquus vcro factor Ibrmae P sit m Q, ut habeatur 

P = (a -t- s) (p -+- ») Q — <a 4- 3)2 Q ,. 

posito autem szir — a, abeat Q tn €, Jara initio sahem litteraii 
a et |3 ut diversae spectentur, excepta quantitate £ quae Utrihqnc 
sit eadem, atque pro binis integraiis partibus ex his binis factori- 
bus oiHundis habebimus 

S(=z:(p — a)(S et 58n:(a~|3)€. 
P«rtes AUtem mtegralis lAdc oriundae litt«ra v dcsignentnr , ut sit 

(|3 — a) € V =3 e-"*/'C« * X d-a; — ^-P*/cP « X d x; 
unde differentlando colliglmus 

((J—a) C 3 v=. — afl-«* d a/e«* X 3 ar -♦- f3 tr^' d x ft^* X d «» 
td kane adohitar prior per pdx mutliplicata , fiietqne 
C0— a)e9 V -h03 - a) C|1 w d *• = ((5 — a) «-«*dx/*e«» Xd*, 

qu^c per |3 — a divisa, et per <^** OMltiplioat», »h ^ = a, 
eriMe prjieiiet . . 



.' '•■ 
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Quocirca Ickio binarum ^partiuni ex factoribus a«qual(bus a~^z cC 
(3 -^- z oriundaiurn soribi oportet banc formulam 

ubi C orltur e-\ forma t^^-^ posito z ~ — — a* 



Ponamus jam formulam P trcs habere factores simpliccs aequa- 

les, ut sit a-h 5 ~p-f- 2 ^ V "^ ^^ quosquidcm initia ut diver* 
sos spectemus. 

Powamus ergo P nr {ct -^- z) (P -f- ^) (y *^ ^) Q> abeatque Q 
fpi, posito z— — a, ac pro integralis partibus habebimus 

$(i=(p-a)(Y-a)?W, ® — (a-p)(Y-f3)iW, 

.€zz:(a-Y)(^-v)^- 

Hinc si suinmam trium intcgralis pariium, quam quaerimus» Itttera v 
denotenius, crit 



Cum nunc &it 

^P — a) (7 — a) -t-(,a_p.^Y_.p; -+-(«_ 7) (P — 7) "» 

erit difTcrcntiando 

Tx ■"lF-"^(v^~ («-f3)(v~py~(«t-.v)^-'y)' 

t 

ad quam si prima per a muUiplicata addatur, fit 

Haec aequfltio «ieauo <fifl&reiuteiur, ut prodeai 

Yol. II. A% 



3Jff OAP^JT m. 

Hinc ob , 

ertt 



^ «-H» P°^"'' "^ — 


— a. 


^ — -p^a P"^'^° ^ — 


-P. . 


S: — ^^_, Posito 3__ 

J 


— V» 


et ita porro. 





.Corollarium 2* 
1160. Regula ergo hujus aequationis propositae 

integrale complelum inveniendi ita se habet. Fonnetur indc for- 
xnula algebraica baec ' 

cujus quaerantur oinnes factores simplices, qui Sint 

a--)-5, p-{-z, Y^"^' ^4"^» ^tc* 
quorum multitudo numero n est aequalis, tum pro singulis \m 
factoribus sequentes quantitates constantes de£niantur ^, 33» QT ^ 
ctc. ut sit 

%ziz~^ posito z— — a, 8CU ' 

^rB — 2 CaH-3Da*-.4Ea' -^nNA*^» 

M 

55 ~ (T+i posilo 3 zr: — (3, seu 

C = j^ posito zi::! — y, sen 

d-B-tfCy^SD y*.-4 E y» , . ., hh» N y— «, 
his omnlbus inTentis «rit int^de . quaeailttB 



CJIPUT IIL Hii 

^iMe IbrnM tot constat partibus , quot fuciint factorcs «mplices in 
fbrmula P. 

CoroIIarrum 3. 

lt6t. Cum hoc modo integrale tot constet partlbns, quoti 
crdinis est acquatio difrerentialis proposita, et una quaeque pars 
per integrationem unam invehat. constantem arbitrariam ; maDifestum 
est integrale ope hnjus regulae inventum fore completum^ 



S c h o I i o D. 



il62. Integratio ergo hujusmodi aequationura djflrerentialittm 
fiulla amplius laborat difficultate, si modo formulae illius algebrai* 
cae P pmnes factores simplices, seu quod eodem redlti bujus aequa» 
tionis aJgebraicae 



omnes radices numei'o n assignari queant. Hic vero duplicis ge- 
neris casus occurrunt, quibus haec integratio vehementer impeditur, 
quanda scilicet vel duo pliiresve eorum factorum simplicinm intcr 
se fiunt . aequales , vel imaginarii^ quo quidem posteriori casu hoe 
tantum incommodi accedit, quod partes quaepiam mtegralis inventi 
imaginaria involvant, quae autera facta reductione se rautuo destruunt. 
pifiorL Vero casu partcs ex fac«>rib'us aequalibus oriundae a^eo- fluttt 
infinitae/ sed iUi .dj^^ersis .signts afleutae, ut conjunctim nihUonunlia 
quantitatem, finitam referant ^ , cujus valorem nonnisi per plures am- 
btfges^ eiicere^IIcet, 'ufci probe notandum estj uiroque casii inverf- 
tiaiien:\\reii(]^rtira ,iMegr^lia^«pdrfium, quae '^teribus inaeqitaBbnt' 
conveniunt, neutiquara hinc turbari. Methodum autem Imic fini! 
accommodatam in sequenti pvohJl^^^^^veiiiilii^a^o^^ v: 



4. yy . 
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Corollarium 4. 
it67. St rormuta P in factores simpllccs resoluta ponatur 

expressio iniegralis prius inyenta (116 80 <pi^e crat 

cb factorcs aequales nulla implicatur dinScuItate, forma autem po* 
sterior, qua integrale in partes ex singulis factoribus ortaa distri- 
butum exbil>etur, et quac ad usum muUo magis aciiommodata tide 
lur^ co difficiliori cgebat eToiutione. 

S ch ol i n» 

1168. Phaenomenum Corollario 3. observatum co majoreTB 
Attentionem meretur, quod etiam ad Arithmeticam Tulgarem trans- 
ferri potest, ubi usu adeo insigni non cariturum videtur, praecipae 
quod ejus demonstratio minime sit obvia, sed ex profundioribos 
Analyseos penetralrbus repeti debeat, ex quo haud alienum fore arbi- 
tror, si huic insigni Theoremati arithmetico hic locum coQcedam, 
idque eo magis^ quod solutio problematis hic exposita sine dcmon- 
ftratione istius Thcorematis minime foret perfecta. 

Theorema A r Ithmeticum. 

1160. Si habeantur numeri quotcunque a^ b^ c^ d^ etc. ex 
jisque dum a quolibet singuli reliqui subtrahantur, formentur sequen- 
tia producta 

(a — 6) (a — c) (a — d) (a — e) etc. rz K 
(6 — a) (6 ~ c) (b — d)(b -- e) etc. zn fd 
(c — a) (c — fe) (c — d) (c — e) etc- zz: € 
(d ^ a^id-^ b) (d — c) {d ^ e) etc. =i S) 

ttc. 



CAPUT m. »b7 



Btmptr ktbcbUur 



Demonstratio. 

Conaideretar secundum principia in Introductlone ^d AnaAyem 
inflDitorum tradita haec fractio 



{z — a) y^a — 6) (» — c) v^» — i< efc. ♦ 

uh\ Z denotet ejusmodi functionem rationarcm integram ipsius z, ia 
qUa summa potesfas ipsius z minor sit numcro factorum denomi- 
natoris ; haecque fractio resotvi poterit in has fractiones ^implices» 
quibus ea junctim sumiis sit aequalis^ scililet 



z 



A , B , C , D , . 

•— a ' z — 6 ' z — c z — d ' 



Ad quam resolutionem sumamus illum numeratorem Z m z^^ existente h 
numero integro minore quam denomimitor continei factores^ atque 
Jii numeratores ita definiuntur, ut sit 



B 







n" 




(rt - 


-b){a 




— d) etc. 


(6- 


-a)ib ' 


- c)ib- 
c* 


- d) etc. 



ic — a) (r — 6) (c — d) etc. 

elc. 

Cum igitur istae fractioncs negative sumtae nempe 

^ * » ^ S-JL. ^ L. etc 



b — z ' c — z ' d 

ad fractionem propositam adjectae in nibilum abeant^ si z sit nume« 
rorum propositbrum a^ bj c^ d^ etc. ultimus, quorum adeo niuhi* 
tiido major cit quam n -^ i , ponatux 
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(a — b) (a — c) (a — d) (a — a) m SJ 

(b ^ a)(b — c)(b —d) (b — z) =:fQ 

(c — a) (c ^b) (c — d) (c _ s) rz € 

(d — a) (d — 6) (d — c) . . . . . (rf — s) :n © 

etc. 

(z — a) (z — b)(z — c) (z — y) rr 3 

z"" 
ut fractio proposita sit — . Atque hinc perspicuum est, summam 

3 

omnium karum fractionum esse 

a* b^ c^ dP' z^ 

dum sit n -f- 1 minor numero terminorum Sumto ergo n r=: 
oritur casus Theorematis. 



Corollarium 1> 

1170. Haec si transferantur ad numcros 81, 55 1 €> ctc 
aupra (116 0.) definitos, ubi aliquod leve discrimen in factorua 
constitutione probe est notandum, inteliigetur esse 

«3 p3 ^. y, 

etc 
donec perveniatur ad haac formam 



I 



cujus summa non amplius est tvancscenS) sed aeqoalis fractioiu j^ 



CAPUT III. «tf 



Corollarium 2. 



1171. Hoc etlam ex erolutione formae in Tbeorematc adbi< 
bitae colligere licet ; etenim si ea statuatur 



z 



(z — a) iz^ b) iz — c) (z — . y) * 

exiatente omnlum litterarum a^ 6, c, etc. numero zzzriy quia bic 
numerator z^ * tot habet dimensiones^ quot sunt factores in deno« 
minatore , pars integra in hac fractione contenta est unitas ; quae 
etiam facta resolutione conservatury et in applicatione ad casum 
memoratum abit in ^. 

S c h I i n. 

1172. Post hujus Tbeorematis demonstrationem demum clare 
a postex'iori ostendi potest^ quemadmodum integrale supra (1160.) 
eihibitum aequationi difTerentiali ibidem propositae satisfaciat. No« 
tatis enim expressionibus §. Il7b, cum supra invenerimus integrale 

y = ~ e-« V^''' X a a: + ~ r-P'/eP« X 9 o: -f. etc. 

erit continuo differentiando 

etc. 
usque ad 

^-r— ;=±--2r-«"~*' V«"Xda:-Hil-^-. «r-P«/«^»Xaaf-]- «tc. 



unde sequens forma diflTerentialis resultat 



. -• 
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v^i^ c J ■ 

<)Tiod postremum membmm abit in ^ X. 

Si jam omnc« hae formac s!t7giil«tim mtihiplicentur per iinaa> 
titatqs A,B,C, J>..^..N, quoniam cat 

A — B a -I- C a^ — D a-' 4- h^ N a« r= 6, 

A — Bp-4 C^3*— Dj3'''-f- ^N^^«z=:0, 

jjropterea quod a -l- s, ^-f-z, y -f- ^» ^^*^- sunt factores foiiBae 

A -f- B z -4- C =' -f- D 3* -f- . , . . , -I- N z\ 

manif^sto obtinebimus 

AyH-B^---f-C— ,--hD--3-f- 4. ^ _ _ X, 

quAQ est ipsa ae<|uavio diffcrcntialid iTiitfo propoaita. 



P r o b l ein a 16 3. 
1173. rroposita acquatione diiferenliali ctijuscunquc gradai 

•i expressio algebraica hinc formata 

P =: A H- B 3 ^- C a* H- D ;j' 4- N' a** 

duos habeat faclores siinplices imaginarios factore dupUci 

//'^r 3 / s cos. ^ -^ zz contentos , inrestigare partes integralis \k'nz 

oriQndas. 



CAPUT m. 361 



S I u 1 1 0. 



Sint a-\-z et (3 + 2 hi duo factores imaginariiy ut sit 
CL z=z/^co8. d -♦- y^ — 1 • ^'"^- tf) ^t P zizf(jzos. ^ — ]/ — 1 . sin. ^), ob 

(a + 3) (f3 + z) —ff-\- 2/ZC08. ^ -h z z, 
ac statuatur P ~ iff-^ 2fz cos. ^ -f- z z) Q, existente 

Cum igitur integralis partes ex binls illis factoribus simplicibus inia- 
ginariis ortae sint 

hos valores imaginarios ad realitatem perduci oportet. Erunt autem 
9( et i^ quantitates imaginariae resultantes ex forma 

(fcos. ^ }/ — l./sin. -4- z) Q^ 
si loco z scribatur 

— fcos. ^ ]/ — 1 .fsm 0. 
At facta hac substitutibne fit 

Q = A' — BVco«. $ -h Cffcos. 2 ^ — 1>V' co«. 3 ^ + ete. 
^^ /— 1 . By»in. $ ± |/-. 1 . C/Tsin. 2^T)/— 1 . DV cos. 3$± etc. 

FoRamm brcvitatis gratia 

Af — B^/cos. $ -4- C'/yco8. 2 ^ — D^/* cos. 3 ^ + etc. = 501 et 
— B'/ sin. « -4- C^/^ sin. 2 ^ — D'/^ »in. 3 ^ -f- etc. = 9^, 

ut sit Q = 3)1 ± SJ >/ — 1 , ubi signorum ambiguorum superius valct 
pro litteris a et ^, inferius pro litteris (3 et ^. Hinc ergo erit 

9(=--2>/— l./sin.d(!!m-S«/— O et 
» = H- 2 >/ — 1 ./«in. HS» ~ 9« / — O, 
ideoque 

Voi. 11. 46 ' 



360 ^ ^'^' 



^vod 



2|/— l.(5p}co8.(|) — gfJsin.(f>)/c/*"*-*XDa;sin.Cj>. 



?in. ^) + ] — 1 • sin. (yj: sin. ^)] et 
sin. ^) — V^-— 1 • si"' (/*a'sin. ^)]. 
s y.-r sin. :z:i (J) erit 

•?J)/sin.d = 
.;t)_^/_l sin.(|))/i-^««*XDa(cos.0 .-/-1 .sin-Cf5) 
. .«s.(I)+/- 1 .sin.(p)/r/*"*-*X5.r(cos.(|)-/- 1 .8in.(|)) 
. , _ 1 .(?f)l.sin.0-h5^cos.(t))/c/*"^ *X9:i:co.s.(p 
■ •'•*'• '^ '2 '\/ — — 
.v\* habcbimus integralis partera quacsitam 

(-f-c~/*^<»'-^(?Dlsin (J)-f-9^cos.(I))/e/*^°^-^X9xcos.(|)) 
_ j — e— /*""^'^(g)?cos.(I) — gf;sin.0)Ye/^^^^'^Xa 

existente C{)=/a;sin. 0. 

Corollarium 1. 

1174. Praccipuura igitur opus hic consistit in invcntione for- 
mulae imaginariae fK-f-S?)/ — 1, quae coUigi dcbet cx quantitatc Q, 
dum loco z scribitur valor imaginarius 

— /(cos. ^ 4- -j/ — 1 . sin. ^), 
unde hoc commodi nascitur, ut loco z^ scribi oporteat 

( — /Y (cos. n^^y — 1 . siu, n $), 

Corollarium 3r 

fl75. Cum sit Q :zz ^^ , , . , . . — , ctiara ex hac for- 
per eandem substitvtionem formula imaginaria §9) -|- ST^ >/ — - i 
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invenin potest^ ubl autem notAndtim est> hac substltutione tam nume^ 
ratorem P quam denominatorem evanescere. Ex quo manifestum 
est, valorem istius formulae rite obtineri ex hae-ifta&ionc ^ 



dp dv ^ -■• ^z ? 

9 (,/ CQS. ^-+-»)dJ5 — ay — i./ sin. $dz' 



f' -'ftr^ 



C r o 1 1 ar i um 3. 



1176. Quoniam igitur est 

|I— B + 2C2+3Dz^ + 4Ez^ -4- . . . . n N z* — % 



ds 

si statuamus 

^ rr B — 2 C /cos. •+- 3 D/^ cos. 2 p — 4 E/^ cos. 3 ^ . . . . 

-t n N/*~ ' cos. (n — l) 0, 

£t = — 2 C/ sin 0+3 D/^ sin. 2 — 4 E/^ sin. 3 ^ . ; . . 

^ n N/'^"' sin. (n^ l)^, 

ut facta substitutione fiat 
habebimus 



ideoque 



n = r^=:^ et 9^ 



2 ./ y/n.'d "~ afsin. $ * 



Corollarium 4. 

1177. Immediate ergo ex quantitate P indeque derivatis ^ 
ct Q, posito /o^sin. 0— ^j integralis pars ex factore duplici 
//^ 2/z cos. ^ -\- z z nata erit expfessa 

2 ^-/*co..0 ^ (^cos.Cj)— asin.Ct))/e/«^^^-^Xaa7C0S.C|) 
*^'~' ^g>+£LflL (h. (9> sin-Cp+lQt cps,Cp)/«/«^^^-^ X^ar siOf Cj)). 
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I179* ftitlBBnqiM ergo fiMrmt 



haboerit ftcHfW AqpSees, pro singiilis ope hwuDi praecepionim 
pwtes integqUis freile definiontiir , et quia hinc inTenlio partinm, 
qnne fsctonbos simplicibQS conTcninnt, fiTc ii sint inaeqoalcs, non 
tnrbatQr, omnibns porubns in nnsm snmmsm conjectis knbebicnr 
integraie completnm seqnationis differentialis proposftne. Vemm 
tamen hsec pnecqptm non snffidnnt, si fkctonnn dnpKcinm bini 
phuresre inter se ftierint seqnnles ; hijnsmodi enim cmsns pecaGar 
exignnt cTolntionem similem ejns, qua pro casn dnonmi pktRQi 
&ctomm smpUcinm inter se seqnmlium snm nsus. Ne sntem knnc 
tractionem ninns protrmham, suffidet casum pro dnobns iactonbna 
dnpUdbus inter se aequaSbiis cTohissey cimi inde mtikodns ad phH 
res &cile extendatur^ 

Problema 1S4. 



flTf. Preposita a e quatm ne dURurentiaii 

dif d d tf d^y d^ir 

Xz=:Ay-|-B^^C^^-t-D^-H .^-31^, 



si expressio algebraka oade 

Bs^C»*^^Dz*^ -UXi 



S o I n t i o. 



erco f=i(//^2r*cm.§^xzyQ 
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QnrA^ + B^z + C^zz-l-; .... +N^z'»"4, 

ac pnmo imaginaria non curantea atatuamus 

a — /(cos. &-+•}/ — 1 . sin. $) et 
(3 rf^/(cos. $ — |/ — 1 . sin. ^), 

ut slt 

Jam ex iis quae supra (ll63.) de binis factoribus siroplicibus aequa- 
libus docuimus, ponamus formam 

At hanc formam 

(pip^ = (*-+--)'Q. Posito z=: — 13, in S5, 

quibus quantitatibus ^ et ^ inventis, ibi ostendi fore integralis 
partes hinc oriundas 

quas, cum jam imaginaria involvant, ad realitatem reduci oportet. 
Faciamus ut in problemate praecedente 

'2JI rr: A^ — B'/cos. •+- Q/ f^ cos. 2 ^ — T>' f^ cos. 3 ^ -f-ctc. 
%iz=i — B'/ 8>n. e -H C'/* 8in. 2 — T/ f^ «in. 3 ^ -f- etc. 

ut quantitas Q, posito 2 rz — a m — /(cos. $ -f- >/— 1 . sin. ^)» 
abeat in «W -f- 9'? / — I , at posito 

s zz: — P ^^ — /*(co8. ^ — y' — 1 . sin. ^), 

in !9r — 9l>^— 1. 

Cum jam sit ((3 — a)' = (— 2 ]/^ 1 ./sin.^)' — — 4//$in. 0% 
cui quoque (a — (3)' aequatur, erit 

«=: — 4//8in.««(3RH-SttV'— l) et 
» = — 4//6in. ^•(«R ~ SfJ/ - 1), 



366 yAPUT III. 

ideoque 

At posito /arsln. rrz (|), est ut vidimus 

g-ax--g-/xcoj.«(cos. — /— i .sin. 0), 
gP» __ g/xcos. » (cos. (J) — -j/ ^ 1 . sin. (p), 
g- Px -_ g-fxco,. 9 (cos. (J) ^ /— 1 . sin. 0) , 

unde illius aequationis alterum membrum abit in 

_^^/xcoi.« [sj)jcos.(|)— S^sin.Cj)— 9fJ/~ 1 . cos.(I)--95l/— 1 ,8in.(|)] 

X/c) x/ef ='»''« X d X (cos. (|) -.- /— 1 . sin, (p) 

-f- e-/« ««• * [2)1 cos. (J) -- gf^ sin. (J) -+- 9^ /— 1 . cos. (|) -t- 901 /— 1 . s in. (J)] 

X/3a:/c/**"*Xaa;(cos. (|)— /— 1 .sin. (J)), 

ubi partes imaginariae sponte se destruunt, ita ut obtineatur 

(—e-f"-^('mcos.(p — ^sin.<p)/dx/ef'>'-^Xdxcos.<P'^ 
\.^e-f*'=^'-^ (9? cos. (j) -^- fS l sin . <p)/d x/e^ ='""•' Xdx sin. (j) > 

seu hoc modo 

_ /> / X COI. t 



tc- 



r+-(?i)lcos.(I)-9fJsin.(J))/5a/c-^*"*-*X3jpcos.^) . 
iiiTp U (3)lsin.(I)-.-!l^cos.(I))/a:p/i-^**'"*Xda?«in (^ > _' 



2(!0l3)l-hS)(J9J)/Xsin.e' 
quae expressiu ab imaginariis penitus est liberata. 

Nota. Etiam haec solutio insigni correctione indiget diligentiae lcctorum rdicU. 



Corollarium 1. 



tur ex 



1180. Quoniam formula imaginaria !!)} -f- !lf{ / — i nasci*. 
quantitate Q, si loco z scribatur 



CAPUT m. 3t7 

— /(c08. ^ + )/— 1 . sin. $)j 

cadcm positione quoque reperietar ex forma 
Jl 

Tcrum hic tam numerator qttam denominator prodit evanesccns. 

Corollarium 2. 

. ■ . . . ■ • ■ • ^ ■, 

'^ 1181. Orietur ergo quoque idem valor ex formula 

'■ • . ap 

ubi cum idem incommodum denuo recurrat, orictur quoque <x hac 
formula 

aap 

idz^ [ff (i-\-2Cos. d«)-f-6/»coy. +3 »»] ' 

CoroIIarium 3. 

1182* Statuatur hic primo in denominatore 
z=: — / (cos% ^ 4- / ~ 1 . sin. 
£etque haec formula 

— aap 



^ffdz^ sin.B*' 

Deinde cum sit 

ponamus brevitatis gratia 

g>=:C — 3 D/cos. d -H 6 E^cos. 2 d —.-. ±"-^-^N/»-«co8. (n-2) ^, 
£L= — 3 D/sin. ^ -+. 6 E/y*sin. 2^ — ,...i:!^i^N/«-«8in. (rfr-2)d 
nt sit facta substitutlone 

kleoque 

«i c0ii8«q,ueBtec . , . ^„rl 



• I 



^ «.1 



36S CAPUT III. 

Quos ergo valores in parte integralia invenU substituere licet. 

Corollarium 4. 

1183. Facta autem aubstJtutione , factor duplex quadratus 
(/y -f- 2 fz cos. d •+- z z^ hanc praebet integralis partem 

vzi 



in.(pY 



ubi (]) denotat angulum fx sin. 9* 

S«4i o 1 i o n. 

1184. Si hanc expressionem cum ea, quam probleroate prae- 
cedente invenimus, comparemus, vix actuali simili evolutione erit 
opus pro casibus magis compIicatTS. Itfii si qvrantitas 

factorem habeat duplicem cubicum 

(ff-h2fzcos.0^zz)\ 
quantitates ^ et £1 ita definiuntur, ut sit 
^ zz: D ~ 4 E/cos. 4-10 Vff ccs. 2 $ — 20 Gf^ cos. 3 $ 

^ ^±i^) N/«-3 cos. (n — 3) , 

Ct=z -- A E/sin. T+- 1 F//sin. 2^ — 20 G/^ sin. 3 $ 

^njn^nj-^ N/^-' ^^^ (n - 3) 0, 

quibu^ inventis, erit integralis pars hinc nata 

2 g~/xcos.< r-H(^cos.(p-£lsin.(p)/ax/aa:/«^««*-'Xda:coa.(|)) 

neque Jam uiterior progressio uHi 'amplius difBcultati est obnoxia. 
Quocirca aequationis hoc capite propositae resoIutioiiMi4Ca^C0ncime 



• • •• 



• . . 



mlhi eq«fflelh., a^lvisse Tldeor /-.^ ot^nlhU tti%>Uus^de^lderari posslt. 
Interlm fiac^oAi^mentum m'axme^ill68traDitm:<) si haec' praecepta ad 
«54wU,,p«fiifoI«i*^.<^ ; ,<3U, JnstjttttQ ,5e<}Men^ cap^ 

^^'A^^fPfifm A»»ts_f^tew ;ms^go?mj^|(>P5i^j^: circ^.^huj^ip|g^| 
aeqvtationes js{|nerale8 proponam, qua/s ia Anaiysi injgentem usura 
habitift» -iidSar; ^ '? -! - ' ' ^^ i^ -•- .; : . J Kt - - ^ r, r? iir: X 

/ 

^- J - '"^ 4^*4 ^_!_il 

3j^ ^oay ^cry _%t^ y^ 



' Probiem*a ISS. 



• ■ 

81 formula lu^ebraica Tndfe nata^ ' 

Piz:A + Bz-i-Cz^-+TD3',-t- . • . . . +Ns« + » 
duobus factortbu8 oofi^tet P — Q&^ ui £it 



integrationem illitw aeq«4it*M»ttts iA integrtrtt<».nmn' binamiia' «BqstiKtio- 
num cimpllciorum revocare. 



r« 1 



S Gi I « f i o. 



ficuker iiide coUi^imus, postquam nanc aeauaftioDera mtegraverimus 



X 

f ■: 



indeque valqreni iosius. »,,p.er x ,et,,X 4e6ttiverimB8 ».. Y,»l<?rcin ips.iuR y 
pro aequattone probosita ex hac aequatioae erutum in 



pro aequatione proposita ex hac aequatione 

Vol. ir. 47 



•• l . i • 



»70 CAP^UJT W 

' t;r=ay-t-Or — r*-^— r"r ~r-Wr---, 

» . * • " ' ■ 

Gujus ratio ' adeo ' iii prbmtu' eisit poilita^ dltim' ex 'Irac''* ^aeijtUiiiiohe 
ralorea prO v ejusqtte differentiallbus sutiisititiiariitir. PitJditAt eilim ^ 

4-S5a H-S56 H-SBc 

4- € a . -H S 6 



«• » •• ■ j 



2)a 



Gjniii i «ntem per hjrpotliesin «it P;;=3Q(ll.» ;4<il44^ Q et R in se 
multipliQatis , necesse est fieri 

/ A=£sta, Bz=;«6 4-©a, C^zStc-h.a^d-hCa, etc. 

8jcque haec posirema aequatio ad ip^am .propo^tajn^ rpduc^tur 

'' ' ' ^- Coro II arium 1.- "' 

il86« Si tantum ad factores simpir^es 'respFdamus, prioris 
aequationia integrafe per hujusmodi terminos expxmltur ■ \ 

V — r e'^^^fe''^ Xd a: etc. ' '- ' - 

pdsterioris vero aequationis integraie per hujusmodi 
yzizLe-^^/e^^vdx ctc. 

C o r*o 1 1 a 1* i urm 2. 

1187. Quodsi jam in ^ineuUa terminis postsrioria intCKralis 
substituamus ameulofs . pnoris , fiet 

quae fo^a ad hanq re^uc^tur ' y ..i.. — «• .i . jft- -- ,•• 

'c^ju^modl termini ]6ier int6gfati6n^m aeqmtioms "^op^iiiti^e immediate 
inveniuntur. ' - --. ■ • J' • , ' . ■<>..• 



-37^ 



CoroUariQm 3. 

1188« Si hic fiiisaet ^zna^ sine uUa redactione statim 
prodii8set forma ^ri T u ^^ A '1 

supra pro casji ;4)fiM|ipa^ ft|it<H||^ jct^^ inrentaJ 

Interim cmn totmn negotimn ad resolutionem in factores yel sim« 
plices yel duplices reales ,redeat. ^ ipsa aequatio proposita modo ex«' 
posito fitciliime expeditur/ 
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•rr-j .vr/v»r'^ V.frA-xr 'fFf/ ''c -I " 



T ;r3 o-i.i ;(T! 






•f 



I? 



Ji'.r. iv\ ■ ' «mf: 
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• . . :.:»,..;.•..;■ C' -'.' ' .:•"»;. . 4i i-. _ _ i, ^:! j 'yitCF 

... * * j^ 



' t *^ *\ 






k 

V 



■-• 4t*-^ » - 



* .1 



*• "" '* ». >l I ■ -5 1 •■ « -. .. ^ .^ / ■ / • - "*. t ._^ -X • . 



* A t V' • * . > • . 
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r;- : i'.;'.;:.'. ^rj^nc-b i \\s\ 
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xr.;;j i«finj>'l 'i.'>.J «Jiiiijuuiov .ai:^l;fJ'»^J5 5'!00'i gud 



■« — — 

CAPUT IV. ' ' ^ 

APPLICATIO METHODf lSrfEGkXNi)I IN^CApittiE ^RA£C£. 

.-•.'.7,,. --^^-rAv^msi-^rmtimL-^Mb jsmai.k: 



ftobllema 166. 

1189. 
Jrroposita hae «equatione differentiali 




eju8 integrale completum inyenire. 

S 1 u 1 1 0. 

Hic ergo est Pzna^^ + is* ubi primo cbserretnry si n sit 
numerus impar, factorem simplicem esse ^(-f-z^ ex quo nascitur 
pars integralis 

eiistente 9( valore ex fbrma ^375, emergente , si ponatur « zz: — o, 

qui ergo valor cum sit etiam g-^zznz^""', ob n — i numerum 
parem , erit $( = n a^ ~ ' , ideoque haec integralis pars 

Reliqui factores omnes in hac forma continentur 

a a -— 2 a z cos. ^ + 2 z, existente ^ zza ft» ^ i)y ^ 

ttbi i denotat numerum integrum quemcunque et tt angulum duo* 
bus rectis aequalem. Comparata hac forma cum Probl. 163. et 



JfiA?SJT: /VL 6\js 



CoroII. I. Sk /zr *- a, ^i ob- ar^i^jOBate 

9P 



forma j^ coUigitor 



• 



i» ■ « : t 



I . 






f> = na^~* C08. (n— 1) $ ct Clcx « jflj^"" V sjn. (n — 1)^; 



Jf ■^" '• . " » . • • . T 



cum igitur sit 

Quare posito /ar sin. ^ — — a a: sin. ^ — (|) ,' integralis pars ex 
quolibet factore duplici oriunda .f §t 

2ga«cos.» ^ (— C08.^cp8.^— sin.^sin.^^/ir-^^cw-^X^arcos.^ > 
• „• ijn — » - J (_ co8.'a sin. $ -4- 8in.jf C98. $)/«"* " * *'^ * X.a f sin. (j) ^ 
8eu 

- — ;^37-[co8.(^-<I))/^«*««'X3a?co8.(J>-8in.(^-^)/<r*«f»*'^9a;8in.^l 

.ct prd J^ vadorc restrtuto 

— ££^*^* ( co8.(0-f-aa^ / 

~nfl?*-^"" ( -f-sin. i^-^ax (fii?r:^)/r"J*-*<^' t5td««n.,Ofa:8in.d). ) 
JiWP pw>^ jmccctBiv^ i^nbstitiiaptur >iuagQU J^ ^> *^f^ ^> qwrt»- 

diu ipso TT sunt minores, omnesque hae formae in unam summam 
conjectae, quibus casu jqt^q n cst npmerus impar insuper addi opor* 
tet formam primo inventam 



na^ 



dabunt integrale quaeaitum. 



" Cor oll ajririm 1. 
IVSlp,.. .-Caw .iipi4j5m ^qjo |i ;fi8t ^flp^. ,H8j^ 



^ k. 



iaventa a^ «Ri^ iiH^ifar liPn 0Sb^ i»mm fUt^. m^ 4iaiAf mi^ 
mam coUectae dab«Qt iau>er<# ^G?itttV:;Miuri^66 :<e8jiu ^. 

Corollaritini. 

i • - 

1193. Cum factor daplex ^cralis" i« a -»-•«' flTcos. ^ ^ zs 
casibus $ :zz ^ A z= tt iioii praebeat ipjK>s factores . sixDplicca rea- 
le^ a'^^z et a -i^z sed eoniHf ouadrata, Aaec ratio est^ enr Din 
ifite^ralis iiide eruta prodeat dupla ejus^ quam capi oporieu 



4 I * 



/■ ' ■- •> 



Problema 1S8. 
1^94. Pr^osita liae aeiq[ua]tiOfie dinereintiiJi 

cjus integrale coiapletum ijiyestigare* 

'\s6f u fio* 

FMrraa lUgebraica hinc nata est ^ 

P == l' -f- a' -H z' 4- z* 4- ^- 3*, 

ciijus oiniies ^ctorbs seru^tari opdTtel Cam igitiir iit 



l-^z^ undc^primo patet, i£'fiie]?)f iv--i^ f a^&ftikrus pair^ netorem sim« 
plicem fore 1^-z, ex quo' Wiitlttr ^ j^ hiti^^-le^^^^^d^ar, 

exi^tente 31 zz -^-t: l= -t-: — ^ — , posito z — -H*t. — r Erit ergo 

.^ .: J+j*^^ l^'ZZ' . / ' ? ^ 

<iuoqiie a=i' '-^*'^-" , ia'e'6qtfe $(=:r(n'4i)\ ut H*^c jiWs 

■ . « 

^tegralis sit j-2-j e""*/e* X ^ ar. 



CAPUT 17. m 

Factonim &iitem dupliclum forma est 1 -~ 2 zcos. ^ H*»^* 
«umto angufo 0:±:j2.l^, Ua ut pro §• 1176. sit-/— — 1. Con- 
sideretur forina 

quae posito zzzco$.$-h}^ — l.sin.^^ abire sumitur in ^-f^jQ}/— •!, 
^icque erit 

Ir^^^Y '^ 1 «— A co^. tf + cor. a - — a V — i n'n. tf H- V — i . sin, a tf 

Cum vcro j&it 

sm. (/i -^ I) ^ in et cos. C^i ^ 1) ^rz: l^- erit 
sin. n ^ ZZL — sin. ^ et cos. n^ zzz cos. ^, ideoque 

^ .O- ff> i/ I g-h t — (nH-Oco^v^-H(n-f-Oy— I . »n. ^ 

. r y,^ V — ^ — «,cos.(H-2COJ.(l«-aV^..5in.d(i-.co.d;> ^^^ 

*^ •" V^- V^ * «(1 — co^.$) • — cos. d — V — 1 . 57n. d • 

multiplicetur hujus iVactionis numerator et denominator per ~ cos. ^ 
-f- J^.-r"- l • sin, et prodibit 

q% , ^ ^ i/.^ 4 "" (n-*- r* -f - cos. tf -^a cos. ^' — V — i ..yin. tf (i— a cos.O] 

^:J ^r * a(i — cos.^^j > 

ita ut sit 

g).pz:~i(n-4-0(l-^2cos.^) et Q — { (^-^ O ""^ ' !ilTo' ' ?^^ 
unde fit 

^^ •» 

Tum rero posito angulo — x sin. ^ cr: (J) , colligitur 

«P C08. Cb — Q sin. (D = — f" ->-')[ w( » — <PJ — co^O » — (t»i 



3> sin. -h n cos. (b =z +(" -^- OC»n. (» — cp) — 5.«. (» tf — g;)] 

^ 2^1 COf. d) 



cum autem sit 



cos. a — cos. h—2 sin. ^^ sin. -"^, et 

a 2 ' 



sin. a — sin. 6 ±= — 2 sin. ^^~ cos. ^^, 
▼ol. II '48 



mi CAPUT m:) 



'• ' 35 odsTcp — xl Sm. Cp ±1 « ■ ' ■ ^ ct 

2sin. i^ 

9> sin. Cp + U cos. CP — ».-.^ ^-^— ^ — ^ * — - — f 

. 2ain. j^ 



"^ i — 008. J (3 d-4- 2 :»sin. ft)/^--**<«- ♦ Xdo; sin. (X sm, f ) ) 
Pio ^ ergo succcssive substituantur anguli 

^-,j n-^T> iTf-^r» ^^^* ^ 

quanidiu sunt minores quam tt, haecque partes omnes in nnam 
lummim coUigantur, oui si n + 1 sit numerus par, addatur insu- 
fer ^-4^;; ^■"*y*^ X 3 o:, sioque obtinebitui- valor ipsius y. 



Corollariuml. 

1195. Si aequatio proposita in infinitum progrediatur ^ ut 
sit ?i numerus infinitus, anguli ^ priores omnes sunt infinite pana 
ideoque numero infiniti ^ quoad nmnerus par 2 i ad n -^ i ratie- 
nem finitam habere incipiat, tum autem pro Q sequentur omnes 
anguli finiti in progressione arithmetica increscentes^, cujus diflFeren* 

tia est ;~r-jj usque ad tt, quorum numerus itidem est infinitus- 



^ ■» . 



Corollarium 2. 

1196. Quamdiu angulus ^.est infinite parvus, integraiis pars 
cx eo oriunda hanc induit formam 



CAPIJT IT. (^f9 

qtiae ciyo -per: . cul^iAi. infinjti £^^^^8%; - etiain - tiukkttda m&t 



. 1 



^ : i : 



Co'¥ot!arium .3. : ' ' * - 

m ' 

»'.- ...'. ".'4 i. .' ...-/ 

1197. Quodsi fuerit XrzzO^. ut hujus a^qnationis v. 
rr y -f- -? -f- — .^ -j- ^ • • «^ 



t. i "•■ ■ ■ • 
j ■ .* - . 



integta1e--55t ^nvestlgaTiAim, ei-k ejui -pars quaecunqtie '• — 

e*^<>^-^ [A sin. I (3 ^ ^ 2 X sin. Oy^Vf^cS^. ifi$'^ 2'xsm:$i 
seu simpliclus . ■ ■■* : "'^ 

Cum igitur si n sit numerus infinUus, pro ^ -^n^los quicuilfiue 
accipi qucai, erit istius aequatipnis iate|r41e-v pijlic^axeziqilodcunque 

j/ ~ A e* ^®^^ (cos. X sin. -h ^ , 
sumendo pro ^ etiam angulum quemeunque. 



■ •• •. ■ > 

^ .. ..,, -4-. - ■ —;-. ■ ■ -- -:--r- * - 



119 8. Num autem bujus aequationia di^er^uUal^; in. infiiV)lt)ip 
excurrentis 



*»■■ « rf^*--^« 



ffT" ':.*'. -; f:"^:';! 



denaiante ^ a;, jntegfcajp {iQOjmnodiiis 

exprimrposs^it^^ quam per {^aat^i^ iJlarum u^iuiqerabiliiutxceYaxi^jadeii- 
tium summam, quaestio est altioris indaginis, neque adhuc ad hunc 
scopum Analjseos fines. satis videnUir promoti. Casibus quidem, 
quibus X est functio ratlonalis integra, puta 

X = « -t- * Vr 4^^ JJ'"-H rf ar* ^ c «* ^- etc. " ^ 

reNB^^yiuUam. b a fet t flrfBe ultiKenri"Cinn-"8mnto ; 









SSO CAPUT fT. 

hi coSfficientes «, ^, y, etc. semper ita deaniri qaeftat «I fiwte 
subetitutione prodeat talis aequatlo 

= v -4- 3^ -f- ^ -+-§-,-»- etc. 

cui partlculariter satisfacit Talor 

V •=:: !«»*•*-* co«. (a? «in. ^ -f- ^, 
stmttis pro ^ ct $ angulis qaibuscuaqtie. Ytnm ez dato ejiifmo£ 
yalore ipsius X intenitur 

a=:a—b, ^z:::b—2c, Y=c— 3<i, 5=4—4«, «=«— fir/, ctc. 
Verum in genere cum fiat 

i2? — ^ > _L. il> _L. ^ _i_ -#^* 

dx — S~i"r- aa,, "♦"da* "T" CIC. 

dX 

eridens est semper, posito y = X«~^+i;^ aequatioaem illaiB 
transformari in hanc 

Corollarium. 

1199« £n ergo praeter expectationem integrationem conqil** 
tam hujus aequationis differfmtialia m infinitum: ezcurrentia 



pfo qua jam aoYimus esae 

f/=:X — ||H-Ae«^«-^cos.(«fin.d-+-0, 

quod postremum membrmn ob angulos ^ et $ arbitrarios in infim- 
tum multfpUcari potest. Haecqoa fbrma mttime cbmpficatme iDi cs 
soltttione oriundae aeqmTalere est censenda. 

Pr blem s 159. 
1300. PropQsita hac aequatiooe diffeientiali 



tibi quidem n dt mmertat iiM<^«^ «fdinfiatimifr ut; tenniiionim mmt' 
nnc:sil iiiiiM»i^'a» mttfittiia> com]^k»canr ^lgy^Mi^K^r.- . 



■' • i- 



3 ! a ti:0; 



• ■''*'■ t , 

FonnnlA «Igebraica hinc cDnsideranda fit' 

« 5 _4- «^riJi . 2! ^:,etc. =.(1 4- *)», 
quae ergo meros habet factores simplicea inter te aeqnales z -f* o. 

.*"■■. p { ■.'.r ' \ 

Hvm igitmr sit j? ■ .py.^si --;>-» ex §.rll68. «l^tim coUigitur intc* 



a* 



. \ I • . V 



grale qnaesitam 

qnoad aignomm ij^tegralitmi ntunems aequettur ex][>oiientl n. Hanc 
autem formam aequenti modo in integralia simpUcia resol^cre Ucet^ 
ope redoctionia generalis qua esse Qovimus 

/d ap/ V d X = xfY d X — / Y xdxy 

wadt fit 

/a ar/e^* X 9 a: = «/^^ X 9 xi-f^^X xdx, 

/3a:/dx/e^*Xaa^±|*^/e^t^Xd«;-*/s^^X4:d^^ 

etc. 



Cnm igitnr t^omux integralitoh humerns sit :^n, eoncludimns 
fove 



a« 



1.3 (n*-l) "^ . »• -^ 

nbi cum singnla integralia conttantem arbittariam^ impllcent:y^ maiii»' 
fcstmn^ esty ho6 mtegraie este completum^ 



I» • 



&1B4 C.$,PU.T ly. 

i 2 S i « . 

Af B, V» JDj . - • • • « « T, . 

^ KspondenS' sit T funcUo |[V|i0cunquc ipaius x^ 
Statuatur summa omiiium horum termiAorum 

:at per^plcuum est y forc ejusmodj fysctionem ipsius x, ut ai in ea 
loQox ftcrtbatur x' ^* i , 'pro(f}(Ara- W eadetn Uht sumibi: y termino 
tiltimo T mulctata , scilicet ^ -— T. At loco x scribendo x — — 1 , 
functio y abit in 

imde oritur haec aoquatio 

4qfuae aemel integrata posito fT d x zzzXy fit 

^am quomot^o invegra,n conveniat yid$amus:> dum cam. aliquanto 
jgenet\aUorera reddemus. 

Problema 160. 
1206. Proposita hac aequatione diii«rentiaU 

rjm integrale complftum inrcstigare. ' 

S o 1 u t i o. 

ForirLetur inde haec quantUaa ^lgebraica 

n n(;i-0 2 . n (n- l) (n- 2) zz i-(t-^'^ 

a 1. 2 a* 1. • 2. 3 io' s * 

u^ — .r^ — z\^ 
Mi P iz: ^ ~, cujufl factor duplex quicunque hanc habebit 



CAPUT m ZBi 

Ibrmam 

a a — 2 a (a — 2) co«» 2 ^ -f- (a ~ z)*, 

ezistente angulo 2^zz^^. Abit autem h&ec £6rma « 

2 aaii — co$. 2 ^) — : 2az(,i — coa. 2 4^) -4-zz, > 
Tcl 4 a a sin ^^ -— 4 a z am. ^ •+■ z z, . *• 

quas cum generali ff-^ 2 fz coa. $ -^zz comparata dit 

/"=: 2 a sin. ^, ct cob. jJ :=: — ain. ^, 
imde 

zz: «O^ -4- ^f et sin. $ =z cos. ^^» 
«xistente ^zn^. Jam ad partem integralis hific ortam inTenieflk 
dam consideretmr forma 

^p — a^-|-[a4-(n — 1)»] (a— z)« — ' 



■ ■ ■ ■ ' •, 



in qua posito 

z zz — / (cos. -f- / — 1 • sin* ^) , seu 
a^2.asin.^<sin.^ — }/~l iCos.^)ra.(l »cos. 2^-««)/««-«l*ain«2^)> 
ut sit 

a — z ~ a (cos. 2 ^ -h y^— ^ 1 • sin. 2 ^), 
prodii 

Cum autem sit 

eos. 2 n ^dr I et sin. 5 n ^ zz , erit 
cos.2(>i— l)^=:cos-24^ et sin, 2 (n~l) ^ =— aifl. 2 ^t 
ideoque 

qS JU O i/ 4 — — n-t*tt(m.>^— y — ' » firn.gO 
^' -t-*xy 1 -4aann.|?«(cpf. 8 1^-1-^-1.«*.»!?)' 

quae reducitur ad hanc formam 

Vol. 11. 4» 



3SI» CAPUT lY. 

^H-Q/- 1 r^^jji^.(co8. 2^-/- 1 .8in.2<-cos. 4<H-)/-8iii. 44). 
unde concluditur 

ticque est 

et poslto 

(I)==:2 aa;8in.2fco8.2f maarsin. 2 ^, fiet 

^co8.0-a8in.(I) = n^^8in.(3< — "(I)) et 
^8in.04-aco«.0 = ^^^co8.(3<-<|)). 
Quocirca integralis pars hinc oriunda erit 

'^ ;-hco8.(3^-(t))/e-»«*"«-^Xd;c8in. 

ubi pro ^ successive scribi debent hi anguli 

ir a^JT 5fC Ant . 
i» T» T» n > "^* 

quamdiu sunt tmgulo recto iniBores^ at si it sit numerus par ad 
has partes insuper addi oportet 

sicque colligctur yerus ralor ipsius y^ 

Cor o Ilarium 1. 

1207. Si est XzzOy pars intagralis ex quolibet angulo 
^Clz^— aata induit hanc formam 

^axsin.^* [Asin. (3 ^ — a x siu. 2 ^)-4- Bcos. (3^— axsin. 2^>], 
seu hanc 

A «»«»*^- ?* sin. (a 4-a:K Sili. 2 ^Jf), 
denotante a angulum quemcunque constantem. 



CAPUT JY, 3»» 

r 

C or ollar inm 2» 

1208. Invento integrall particulari quocunque y~ V quo4 
aequationi propositae 8ntisfaciat| si ponamus deinceps y^zY -^Vp 
orietur haec aoquatio 

a — i.ac*^*"! i.ji.3a3d«^ •*- ClC. 

ea qtio intcgralc completum effit; ^^ . j 

ultima hac parte secundum omnes yalores ipsiua^ muHipBetta; - 



- w- « * 



^■^^fCorollarium 3. 

• " ~ * . . " . - r'- 

1209. Si sumamus ?i = oo et azzn, ut haec prodeat 
aequatio differcntialis in infinitum excurrens 

•^ — ^ ~ iTadie*T-Trr3¥3r«"^..7.3.4ix3T-r;.M;^^ 

erit ^ terminus summarorius progressionis , cujus terminus geMrafit 
indici X respondens est T nr ^ . Quamdiu ergo angulus^^i:^ — 
est infinite parrus, ob (^zzi2 iit oo^ integralis pars quaelibet 'esi 

4i7r»C A ' JSi^ -^^iitttr ^ 

(H-co6.(ir — 2 iiixy/e — ;j — ^Xdorain^ (2 iitx) 
et omissis evanescentibus 
4 iTT [co8. (2 i7r^)/X3ar8in.(2 iTra?)— ^in. (2 i7ra?)y^9:rcos 

si jam hic pro i successive omnes numeri integri 1, 2, 3, etc. 
substituantur 9 omnium ^fohMitarum hoc modo rcfsultantium^ summa 
dabit verum et completum valorem ipsius y. 

S c h U o n. 

1210. Pro aequatione autem proposita methodo ante indi- 
cata integralc particulare per sericm difterentialium invemie licet, 
ponendo . ^, . • 



5»& CAPUT IV. 



ffcta enhn atubstitiitlone reperitnr 

I . 

■ ■ I _ 

A - ■- * ti — n— ' t p _^ 5_!Lr" ' n — ^*"* ' 

eujas qrzidem seriei difficile est legem progreBsionis in genere assigiiflre. 
Veram pro ca3ti.;i.r::i oo et o^sziif-^ qui impnmis in dffctrina pro* 
gressioaum; e;$.t' notatii. dignus, hi coefHcientes ita se habent. 

Ai=l, Bzzzi, Czz^, DmO, E =z ^, etc. 

tmde ea ipsa forma oritur, qnam oUm in genere pro termino sum- 
matorio dedi. Concessio autem hoc termino summatorio, qui fit zzi Y, 
prbbe nofuri convenit, aequationem yizzY tantum esse integrale par- 
ticulare aequationis propositae, completum rero facile exhiberi^ si modb 
ad ¥ tddantur omnes hujusmodi formulac A ain« (a*-H2i7rx>, pro i 
;<cribendo sucreasire omnes numeros 1 » 2 , 3 ^ 4 , etc. ubi pro qua- 
iibet angulua a pro arbitrio assumi potest. Quod autem singuli hi 
talorea aequationi 

satlsfaciant , iita facillime ostenditur. Posito brevitatk gralia 2i^zm, 
•t 9it v::2mtf.(ci^mxy^ et fitcta substitutione fieVi debet 

^sjn.(aH-ma7)(l-5^-f-72^-ctc. / S 6io-(^H^w*)i«Jri-« 



'cd8. (ot-i-tn xyi- ?-»- — - ^ -»- etc.V / 008. CA-^ntx) -(co«.mr- £ J. 

9 34 720 J ^ IW^ ^ 

Cutik autem aii m=z,2 iTr^ nianife||^r les^ tam 8ia.mz::.o quara 
«os. w — . i — : 0. 

I^roblemst 46 f. 
*2 1 i. Proposita hac aequatione diflTerentiafU 

^ua integrale completum inTestigare. 



e-APUt tYJ 3 8r 



S o 1 tt t i o," ^ 



r • • 



QuantiUs aleebraica binc formanda est 



.j * 



^ ;.-■ -r - ',■ ■■■->i 



i ' ji if • ... • < ^ 



qtae ai) banc" formam mp^nifesro rtcfud^ui* 

.- - ■ • 

< « • • 

cnjos Aictor quicunque trinonrialis esi ' 

^ (a -f- z)* — 2 (a it'— «.^ co$. 2 ^ -^^ (a ^ ;5>*^ 
smiBjendd .. , >- 

Haec autem forma abit in 

a aa (i —cos.2^-*- 2 s;5(lH- C06. 2 ^zz: 4 aiis^^^^^ 

qui factor generalis repraesentetur hoc modo 

a a tang. ^'^-f-z 5> 
sicque comparatio cum forma generali . 

//-+- 2/z COS. ^ 4- S i5 

praebet 

/=: — a tang. ^ et ^ =: 9 a^j. 
unde fit 






i' 



• L 



i- ■••• . ; r> 



.. .(J>rr •*- af^tttig;!^.^. (l*7f*> i :i:"'- ' •'i.-.'^'.--"-^/ i'i *j .f> 

« talor prb i si*Strtuehdlis ' * '^^* h . • i., -:> r. 
— /(cos. d -4- y — 1 . sm. ^) =: a tan^. ^^ . / — f ^ 

quo pacto • '•' ' : . * 



''r '[ "^^ i:{i> 



f •' ■» 



3 P — ^ (*.^ «X"*" •• ^t« <«.H- »>•? 






/rt'*.^ -r.Tfn' ^;; r * r » 






9 J5 2 a**. "\ -» ::i • • * :)' :i J:r i.;:c 



S«0 CJ^PUT.IV. 

*bire ponitur in ^ -4- Q / — i* 

unde fit 
f>-»-£)L/-l=^[(«-f-tang^/-l)*-'-(l-toing.^.V-.l)— '] 

Z=' ;= — £co8.(/i— l)^-i^l/— 1.8in.(n— l)^;;— co«,(n— 1)^ 

-f-V^— 1 .8in.(n— 1)^], 

„ ^ -. nsin. (n—D^ y a,+ , 

idcoque ^ = et £L = y,,, ■ At ob n^rz— ^Tti 

c* COS* C^ 



hincque cos. n ^ nz et sin. n^ c:-+- 1 , , prout i fuerit numc- 
rus par vel impar, crit sin, (n— 1) ^ zz: ^ cos. ^, ideoque 



£t =: ^; • Quocirca ob cos. .$ zr , integrali|r para cx 

acos. ^** * 

hoc factore oriunda est 

2 a cos ^^ — ' ^ ^ 

•^ — L2_ (co8^ Cl>/X 3 or sin. — siir. <P/X d x cos. q)), 

/» / 

seu ob C|) ~ — a a? tang. ^, 

2 a cos. ^** "" ^ ^ sin- (« ^ tang. ^) / X 9 a: cos. (a x tang. ^) 
^ / — cos. (a rr tang* ^)y X 3 a; sin. (a a? tang. ^) \ 

« 

ubi pro ^ successive substituantur anguli 



an' « n* a n' a n' 



quamdiu sunt recto minores, pro quibus ibi altematim -4- et — 
scribi oportet; haequc partes omnes in unam summam collectae 
dabunt valorem completum ipsiuS sr, dummodo pro ultima parte ex 
angulo ^zz^ oriunda, quod evenit si n fiumerua impar, ejus 
tantum semissis capiatur. 



\ ".' 



Corollarium 1. 



1212. Accommodenms haec Statim ad^asutai i^irooet annc* 
ut proposita sit haec aequatio differentialis 



CAPUT IT. 891 

Cmn igitur hic Talores ipsius ^ sint infinite parri, erit 
C08. ^ = 1 et tang. ^ ziz ^ zz: iiirhjll^ 

hinc a x tang^ iz:(4i:4;:l)ca?.J, 

pro quo angulo scribamus (t). Ergo pars integralis quaecunque 

^ 2 c (sin. (^fX d x cos. cu — cos. «/X d o; 8in« co), 
ubi signA ambigua sibi mutuo respondent 



2C 



Corollarlum 2* 

1213« Si tantum angulus '^cx ponatur =:0> integrale unl 
versum ita erit expressum 

r-Hsin. (J) /X9a7Cos. C[) — cos. (J) /X^o^sin. Cj) 

— sin^S ^fXdxcos. 3 CP^-cos. 3 (J)/X d a? sin. 3 ^ 
-f- sin. 5 0/X d o: cos. 5 0-«^ cos. 6 4^/X d x sin. 5 (}) 

— sin. 7 CP/X a 07 cos. 7 (|) -h cos. 7 C^/X d a: sin. 7 

etc« 

quae formulae in infinitum sunt conthittandae» 



Coroilarium 3» 

1214. Si ponnmus c~by — 1 , ut habetur haec aequatio 
infinita 

ac jam angulum 360? vocemus \(^ , erit integrale completum 



iU2 okvtjT m 



ti 



«tc.. ■ 



'SclioliotL 

l 
I « " 

1215. Si pro aequatione Corollarii 1. methodo supra expo- 
isita <iuaer&mu8 integrafe partictitare per difierentialia ^^sTms j[ ^xprei* 
«iim, huncque in finem ponamus 

reperiemus hos co^^iBcientium valores 

A = 1 , B =: — . ^=1 -^ , D — ^' 



-— 8 > *^ — .-TTrrs» «*^- 

Hlcque valor ii ponatnr zi: Y.t Tocato angulo '^cx zn ^^ erit inte* 
jrile completum 

y =: V -f A sra . (a -f. ^) + B ^m . (^ + 3 (p) + C sin . ( V ^ S 0) 

4- D sin. (5 -4- 7 (J)) nh etc 



:. FxQhl^m a 162. 
1216. Proposita aequatione difTerentiali 

2^"^ i^*a» •a«^^' ' 1.-3.3.404 • djc*~ 

elc. 



r 



4 

n (n- 5) 93 > 

I . . . .6a* * d«3 



• • ' » 



«ju8 integrale jcompletum investigare. 

S ol u ti o. 
Quantrtas j^^gebsratea hinc formaiida " 




CAPUT rV. »9S 



Prrl>4--A-,pr^g-H '; ,;% l\, f .zz-h etc. 



citm ex praecedente^ nascatur , si ibi loco z z acribatur z , aumto 

angulo ^rz^-^-^TT, factor quicunque erit a a tang. ^^ -4-* z, ita 

ut hujus formae omnes factores simplices sint reales. Hoc ergo 
factore cum foimula a^z comparato, erii olzz a atang. ^^ et 

sumto 91 m — ^ posito zz=:-— a, erit integraJis pars ex hoc factore 

oriunda ^e^^^^J^^Xdx. Quia vero P evanescit posito zn-a, 

erit quoque $( =i ^ ; at est differentiando 

Quia igitur poni oportct — zzi tang. ^ • >^ — — 1 1 crit 

hincque 

_ n 2t/- i .sin.(n-i)^ 'nsin. (n— 1)^ 



"*~ ^aatang.^.y'-! * cos ^*"" ' . 2aasin.^cos.^""** 

Jam observetur esse sin. n^^czisin. (2i-^l)|^:irH;;:l, (ubi signum 

superius valet si i numerus par , inferius si impar,) tum vero cos.n^zO, 
unde fit sin. (n — 1) ^ ~ ± cos. ^, ex quo conficitur 

-f- n 



$1 



— .., » 



"" 2 a a sin. ^ cos. ^^^^ 
et pars integralis quaesita habebitur 

2 a a sin. ^ cos. ^^ "" ^ 



n 



^-aefan^.^.xy^caf«ng^«.xx d x. 



Nunc igitur ipsi ^ successive tribuantur hi valores 



-2L ^ — '^''^ 

2n' aii» «n» rii» ^^^' 



quoad angulum rectum non superent, atque omnes istae partes 
Vol. II 60 



804 CAPUT IV. 

in unam 8ummam collectae, dabunt mtegrale completum teu ralo- 
tem ipsius y^ 

C r If ar 1 um {. 

iil^. Si ponamus nizzoo et azzzne^ aequatio propoaitit 
m infinitum excurrit, eritque 



et forma algebraica inde n^t» 

quae omnes factores simplices habet reales, ef ob / infioite parvum 
erit tang,^ zi!: ^ zz: ^^ TT y indeque factorum forma geineralis^ 

C r o n a r i u m i?. 
i2i8. Ponatur breyitati^ gratia angulutf 



^•Jfzr^, erif 
rt a tang ^^ zzz^ $ c c^ tum ver<f 
cos.^^zm eti^'^ — ^(?r, 
ex quo integralis pars quaecunque erif 

ubi pro $ saccessive omnes hos angulos scribi oportct 

'Tr Sir 57r ^^tt gir . 

;"* T» T' T» T' ^^^" 

CoroIIariura 3. 



\ 



1219. Perinde hic est slve (? c negative sive positive capia< 
tur, hlnc istius aequationis differentialis infinitae 

Y X dj , dBy . 9^y 



CAPUT IV. 



396 



integrala exit 

loco ^ scribendo successiye pmnes hos angulos^ ambiguitate sighi 
jam sublatii 



I ^ ^ 3 or ^ 6 TT 



etc. 



ande si X =: , integrale particulare quodvis est 

Froblema J63. 
i290: Proposita aequatione differentiali 

^9y _t n(?i-i)(n-g)a 3 y ^^ n (n - i) («— a) (n - 3) (n - 4) 93^ , ^^^ 

ejus integrale completum ioYestiga^-e. 



5 ol u ti 0. 

Etsi haec aequatio in d pp ducta sponte semel integratur, prae- 
6tat tamen hanc formam retinere, unde fit 

P 'L^ J_ n(n-OC»-p):»g n (n - Q (n - 2) (n-3)fn>-4 ) z^ , 

^ a ~ I. p. 3 q? 1 T i:^ 3: f 5 a> -T cic, 

quae manifesto ita exhiberi potest 



Vz 



[(1 



Vz 



y 



(1 



Vz\n 



/], 



a " a 

cujus quidem statim unus factor se oifert z ; reliqui vero in hac 
forma cohtinentur 



Vz. 



(l^>l25)«_2(i-^pcos.2<-f-(l~V>% 
sumto angulo 

24 = — seu^=:-, 
haec vero forma ablt in 

2(1- CO8, 2 ^>4- 1? (1 + CQ». 2j;), ' 



:*i; 



•• 



316 CAPUT IV. 

unde patct in genere factorem fore a a tang. ^* -|- 5?, qtuie 
etiam primum illum z complectitor sumto £ zz: 0. Hinc posito 
aatang. ^^~a9 integralis pars huic faCtori respondens eiHt* 

si posito 



capiatur 



— — - a a tang- ^* seu y^ z z:; a tang. ^^ >/ — If 



4« 

,. >/«„ — Cos.//4' -.]/-!. «in.w^' ya.B_co8.n^-]/-1.8m.n^, 

(1-1- — -' rr: ^, Ct( 1 --' y^ 

" C08.<^» « COS^ 

quaraobrem fiet 

^ «in. n ^ n cos. Cn— 1)^ ^ -*■ n 

2 a tung ^ cos, ^* 2 a cos* ^**" * 2 a cos. ^* "" ^ 

ob sin. /1 ^ n: et cos. ?i ^ m hj- l , prout numerus £ fuerit vcl 

par vel impar. Quocirca integralis pars quaecunque ita erit ex- 

pressa 

2 a co«. ^* - * 
-H 1 e— ««/e«x X d :r, 

existente a izi a a tang. ^^. Jam angulo ^ successive tribuanfur hi 

valorei^ 

oir I ir 9 TT 3ir 

quoad angulum rectum ^ non excedant^ haeque formulae omxies 

cum suis signis in unam summam conjectae dabunt valorem com- 
pletura pro y. 

Corollariuml. 

1221. Prima igitur inti gralis pars nascitur cx angulo ^r^ 0, 
undc ea crit -f-^/X^a?, cujui kutem loco ob rationes supra 



.CAPUT lY. 397 

allegaUs ctrca factoresf simpliceS , ejus tantum dimidium sumi debet, 

m haeo prima pars sit ^ -- f\d x, quod etiam inde paiet, quod 

p % 
posito « ~ fiat manifesto — zi: — . 

Corollarium2. 

12 22. Idem tenendum esset de parte ultima, siquidcm ex 

valore ^ ~ ^- nascatur, quod evenit si n sit numerus par. Quia 

vero hoc casu fit cos. ^ m , haec tota integraiis para per se 
evanescit« 

Corollarium 3. 

1223. Si esset X— 0, quaelibet pars integralis foret 
j^^—aatan^.^.^x^ denotante A quantiutem constantem arbitrariam; 
foretque adeo haec aequatio 

integrale particulare aequationis, dummodo capiatur angulus 

S — T* 

S c h o 1 i n« 

122 4. Hinc posito n — oo et azziny^ b^ integraii potest 
haec aequatio differentialis in infinilum excurrens 

Vb i.bdx'^ i.'2.Z6bdx* « I 6 6* d «3 «" i 7Hdx4 «^ ^^^" 

vcl etiam haec per unam integrationem ex ista nata 

Cum enim sit angulus ^ — — infite parvus, erit 

cos. ^ ~ i , et a tang. ^~a^iz:i'Tj/6, 
ideoque 

a rz a a tang. ^ nz i i tt tt 6 , 
babebitur pars integralis quaecunque 



998 



CAPUT ir. 



unde parte prima ex izzo nata ad donidium reductlty ab ratio* 
nes supra allegatas, erit integrale cpmplietum 



Ex emp Inm* 

12 25. Sit nzzz 6 et a ;= i ^ ut integranda proponntnr U»9Q 

aequatio 

6d y , ^oddy 



dx 



dx' 



fX ^ xzn 6 ^ + 



aody 



633^ 

y^r, seu 

6ddy 



dx 



>s • 



Valores ergo pro angulo ^ et inde pendentes ^xmX 

cos. <=i,l^^ I, 



OL 



0, t, 3, 



qulbus colllgitur integral^ quaeeitum 
quod etiam aequationi satisfacere tentanti patebit. 



# 



' 1 

J 



CAPUT V. 

INTEGRATIONE AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM HUJUS 

FORMAE 

V — A </ -4- — -^ -I- ^^^ -^- — ^ -f- "^ O- etc 
A^Ay-r^ Qjf -t- ^^t -f- 3jj3 t^ 3*« -t-eic. 






Problema 164, 
1226. 



p 



* « 



roposita dequatione dlfferentiali hujua forniae . «- . 

X :zz: A y -4- — - — -^ -+- ■ ^. ^ ^ ' ■ ■ -H :;- — ^— - -f- - # . . -^ 



()a: 3a? dx^ dx^ 

deBnire functionem ipsius :r« per quam ea multiplicata fiat integra- 

biirs. 

S I u t i a. : 

Attetidenti tnox pateWt, sitndHcenl 4^otestatem ipsius x hoc 
praestare. Sk igitar integrsbilis hBiec aequatio ^ 

Xx^ax^iAx^i/ax-^Bx-^^^dy^^ ^-r— 5 h *•*-+• 9 

cujus integrale ait . _ 

/v x:. -^A/ x-4-1 B^a:M^ai5r C^-^ddy Wx^^+^d^^^y 

["^^x^dx-zxx^^^y^ - — ^^- — — ^•..•H r-r— : — • 

^ ox ax oxr^^ 

C\im igilur hujus differentiade illi debeat esse aequale^ sequentes 
hanciscemur determinatione^ * 



400 CAPUT Y. 

Ar(X t- 1 )k\ hinc(X-Hl)A'=A 

Br(XH-2)B% A',(X-<-l)(X-^2)B'=:(X-»-l)B-A 

Cr:(X-^ 3)C VB^ (X-f 1 )(X-t-2)(X-»-3)C'z:(X-Hl)(XH-2)C~(X-t- 1 )B-i-A 

Ifc:(XH-4)DVC^,(X-+-l)(X-H2)(X-l-3)(X-f-4)iy=(XH-l)(X-»-2)(X-^-3)D 

— (X-Hl)(X-»-2)C-i-(X-t- 1)B— A 



N=:M' 

integralis enim termini sequentes, qui inroluerent differentialis gra- 
dum "d^y altioresque, eTanetcere debent, quia alioquin integratio 
non successisset. Cum igitur in integrali littera N^ evanescat, per> 
Tenimus ad hanc aeqnationem 

= A-(X-t-l)B-t-(XH-l)(X-t-2)C — (X-»-l)(X-^2)(X-t-3)D....: 

. . . . . ± (X -t- 1) (X -»- 2) (X H- w) N 

ex qua aequatione exponens X potestatis quaesitae ai^ definiri debet. 
Formetur ergo talis expressio algebraica 

Pz:zA-»-B(z-l)H-C(z-l)(«-2)-»-D(z-l)(z-2)(«-3)-»-..... 

..... -«-N(«-l)(«-2)(z-3) (»-n), 

hujusque quaei*antur omnes factores simplicet, ut sit 

P ri: N (a -4- «) ((3 -»- ») (7 -h z) (5 -4- z) etc. 

factorum horum nuraero existente =:n. Jam ex quolibet factore 
Z-+ a ad nihilum reducto , Talor zzn. — a dabit potestatem x*, 
per quam proposita aequatio multiplicata inlegrabilit eTadit, ita nt 
ejus integrale sit futurum 

J ^ ^ dx ' dx' dx^ H- . -t- ^_^,, 



nbi diffefenlialittra *gradu8 tibitate est Inferibr. Ita autem haec 
aetiKAtio integrata pter ^propcBitatn Ufetenninatur> ut «it 

B = Ca -^ 2) B' .+. A^ 
'^ ' Cr±(a^3)C^-HB" 

D rr: (a H- 4) ly H- C^ 
etc. 
dotiec perTeniatur md ultiiBum coeflScientem N^ qul utrobique est 
idem* 

C-orolIarium 1. 

. 12 27. QvjtiA aequatio integrata similis cst ipsi propositae. ea 
per certam potestatem ipsius x multiplicata denuo fiet integrabilir» 
Ad hane cnim potestatem , inveniendam considerAre - oporVet hnnc 
formam algebraicam ,' • .i . 

a::^A^^B'<z~l)^C<(z— I)(z--2)H-D^(a>--1)(2— 2)(«-^) -*^. . . 

, ••^.. -4- N <z — 1) (z — 2) • • . . .<»-r»^-^ l)j 
cujus si fuerit factor simplex quicimque »— j-fi, cuit oT^^ i\\t 
potestas ipsius x, aequationem integrabilem reddens. 

Corollarium 2. 

• _ - 

122 8. Quodsi ipsa aequatio proposlta per potestatem x'^^ 
multiplicata reddita fuerit integrabilis j hic ^probe notari convenit^ 

quantitatem Q ex integrata formatam ita pendere a priori F ex 

' p 

ipsa ^ proppsita fbrmata^ nt sit Qn:^j-x.-^i quandoquidcm pcr hypo* 

tbesin a+^ est factor ipsius P. 

Scholion i. 

12(29. iAd iianc msignem proprietatem deinonstrandam , quod 
scilicet sit Pzi:(a + «)Q, tanium opu$ est, ut quantitas Q per 
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ii-4^z muUipHcetur ;^ Tentm ^^o con^lusio oWifkis^ itf (feules ocear» 
rat, pra singuUs terminis ipsius Q muliipUc^tiOi' bipariko cst rep^-M* 
sentamltts ; ac pro pritno quidem termino r loqo ol -^^ z scribatur 
(a -f. i)-|- (s— 1), pro secundo i%rh 2> -{-(z -r- 2)^ pro lertio 
Xx -4-^ 3) -f- (z — 3) ^ pro quarto (a^ 4) -h (s -— -*) ctc. ita ut 
cujuscfue termini productum^ binis partibus ^exhiheatur^ quam opera>- 
tionem hic totam apponam 

O - A^^ B^ (z-- 1 ^-vC';^^;—! )<s— 2)h- jy C^» (*-r^>(^3) ^«tc 

Multipl. a 4- 1 



a+ 2 



a+ 3 
z — 3 






a-h 4 



Trod.(a-+-l)A''-t-A^(z-£) h-B^(z-1)(z-2) -+-C^(3-1 )(2-2)(z-3^)etc 

-+ (,a;-h2r)B^^^i)-hCa-\-3)C\z- 1 Xz-2)+(a-f-4)D''(2^ 1 X2^2)(«-3> 
Bt s6lutl6rt^e atrtem- vidimus esse 

' (a H- ♦) A' = A , C(t-h 2 )• B^ -4- A^ r= F, (* -f- j>C'-4^ fi^ =r C , etc. 
quocirca hoc productum hac forma exprimetur 

A-+^B-(s^t)-f-C(.z--.l)<z— 2>-+-I>(2- l)(s— 2)(z— 3>-i-etfc, 
cui valor ipsiue P est aeqaaliss, stcqoe demenstrata est insignis Hla 

pJroprietas meraorata ,. qnod sit Q — ^ 

C o r o n a r i u m S. 

■ 

f 23 0* Quodsi ergo valor ipsius F in factores simplices* reso- 
futus ita repraeseufetur 

P zr N (a 4- z) (/3 -+• 20 (y + s>(5 -f- z) ettf. 
et ex fiictore a -^ z aequatid proposita pep x^ multiplicata 
tur^ tum vero ex integratata simili modo valor Q fbrmetur, erit 
Q=zN(^^z)iy^z)iS ^z) etc. 



C or o-Uar ium |r 

1251« Aequatio ergo in^tegrata, postqnam sd fbrmam pro- 
positae fuerit pei^ducta^ ut posito 
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'■ ■■ jr.'^:^^-^' rae" jl. a-xf^i^ri^-:'- 



hftbeattMT 



ha^c deiiuo .tntegrabilus reddetur, si^ inuUipUcetUr 4>er quai^pjiaxn 
haiiim potestatum rz^, rr~, x\ etc. cmae .etisupo, ipsMPi . jpjxmoai^aai 
integrabilem reddidisseM* / i 

S ch oli h 2. .. 



! -^ 



:' «10^92; Aateqnam icontiauationem . harum tnto^attonum ulte- 
rius prosequar, conireniet eum casum formae propositae gefeeiralis 
acorsini eyoWi^. quo piiua aequatiOnis memlprmi X ia nibiium ajbit. 
Hoc eoim. casu hoc CQmmodi jusu yenit^ .ut statim sine integratio^ 
Q^bus xejpetitis ij;itegx:ald jcompleUim e3;hiberi queat, idque isimiii modo 
^uo supra in Capite 11. .aum .usua« Huic quidem casui «quia jam 
muito fficiljus tcactari potest^ proprium caput assignaue nolui^ ne 
p^ aecepta nimis ' mAltiplicari videantur. 



•"^»!;. .nf'i • ■ .•■"■■» '*• '- •* 



... ■: . • ' ... 



• • • « 



_ A y -4- -g;^^ -^ — 5-^— -^ -3-3 hetc. «» 

ubi yariabilis y cum suis diflerentialibtts^ ntis^Am plus una dimen- 
mjwei^ .AUetfra. iiera. :f f%dep .joullam; .dbtMtatv '^cj^i^^ (compie- 
tum inyeuirc. <j-* ' - ' 

S 1 U t lOL. 

" "I • I I * 

... . • " . . ■ ;■....• 4 !. • . » . 

.■<:.:.:..■•.». 

t^artjculartter huic aequationi satisfieri perspicmmi esi, * A'^ 
certae ipsius :t potestati .. aequetur^ ponamus jergo ^e y^Szx^^ ct 



40* C^AP^T'^. 

' ■ ■ . » 

.... 

Coroljarium 3^ 

1136. Hinc ergo ^yidens est, <}uomodo ex factoribus 
fonnae P, siiitfc %im siTn^icite ^Si^e •diiplictes; ■ «rte ^naequafleife sivc 
aequalesi singulas i^e^ralis^ parbss^ ^^gnari^ hide^tjue 4otwii inW^^raU 
corapletom foxmari convejttiat. • ' '•' * •''• (- ./ • ! 

Schollo». ^^* 

123 7. Totum crgo negotium liuc reeit, ut quantitas alg^ 
braica ex aequatione diffcarentiali foripata 

P-Ah- B(z- 1)H-C (zJ l)(z-2')-4^D{z'-.i)(s-. 2)(z-. 3) -h etcv 

in suos ffictones reales.v^l simplice^ .yel^dujxjices resolvetur, iii quo 
plerumque maxima difBcuItas yersatiir, quoniam tiujusmodi formae 
tiiifnis tFactari-suQt sotitae. Cum .ivaro Imoc resolutio isti aequa^ 
^em c\tm 'ge^ierifrli, quam hoc jcapite evioliwre suscepi, cst eommii- 
nis^ quicquid hic praestare licuerit, potius in aequatione generaii 
osteQdj xx)Qvc«uet^. .4ijd quam jr^aolv^n^am j)popterea ricvertor. U 
tantum hlc observasse necesse duco^. .,(^04 ,si px:o aequatioRc geo^ 
rali 



j • 






1 . ■ ^ 



undecunque innotuerit integrale particulare, puta yz::zV existente f 
certa functione ipsius 4:> ^tgri^, pP^^Q ^^.^ + t^ perveniri ad hJOK 
aequationem 

cujus integrale completum per praecrpta hujus. problematis invcs- 
tum ST 4ocb V scribatiir,' habebitUt inlegrale •compleliun illlDs ceqM* 
tiottts^ quo pncto oerte iusi^e' x^cuU coteipendiuin -obtinetur^ i* 



,.^ PiTobtema. 16d* • 

I ■ * » 

. • |33Bv. Pro|M)sitft ««(pxauon^ dUreieiiitiali graidu» eujtisc)iui()tfe ../< 
l»ii)u$ fomae . i ••. .; ' t, 






eju$ integrale per iritegrationem n" ylclbtts repetitaem iavemre. 

S (J lu tiof. 

■ « 

£x hac aequatione formetur haec quantitaS algebraica 
Pf:A-HB(z— 4)-i-C(3-1){3-2)-4-....-hN(z^ t)(3^2)....(z-n)j 



cujus quaerantur omnes factores. simplices, nullo habito respecta 

rffvc .^iat reales sire infiraginarii ^ ut ea hoc »odo''exf]frinlatnir * 

1 '. ■ ■ . . « 

1 ■■••'■i •"**■. ^ 

F ri:: N (a H^ z) (^ -f- z) (;y -H zj .*. , . i (jUL -f- z) (y -+- z) , 

lactorum numero* existente — m ,Quo facta, initio hvijvis. .capitH^ 
'^idimus, quemfibet factoreih puta a^-is praebere potestaiem x^, 
per quam nostra stequatio fiat rntegrabilis , atqut; adeo ostendhniis, 
integrale inde ortum, ai compendii graiia ponamus^ 

a— ' /iP» X.a a: z= X", . ,. r, - 

fbre 1 - 



■ ... ■ « 

Jia uf sit A^ ~ -3J- , caetenque coefBcientes ita se babeant, uti 

ibidem docuimus ; hic autem stifQciet ad primum potissimum reBpe^ 
xisse. Absoluta Jam* Pfima integratione , st eadem lege eXr ae^ua- 
tlone semcl integrata formemus quantitatem 

V- A'-h r (z- 1 ) -i- C^(z- l)Cz~2 ) -^^ . ; 1'. 'h-N ^i-: 1 )Cz-2) . . . , (a^wH- 1 ), 

cii)u9 resolutio in factores jam ex prima forma P constat,. postr 
quam \. il2^ demonstravi esse 



M f 



ioh CAPUT-y. 



k« tit «it P'-::— ^— . Hinc ergo-firmiU tartdo ftctbr fi-f-i »up- 
peditabit raultiplicatorem a:^, quo haec aequatio integrdMlIsf rcddi- 
tur, ac posito , ; i, - •' 

ttt sit 

integrale erit 

Af ■■ ■ ■ A 



• t « . * 



exist^nte hic Af^ ~ w- . — — 7z-TrTw7m— ;- Quodsi hoc modo tot inte- 
grationes successive absoivantur^ quot unitates continentur in indiceii, 
sicque' omncs factorfes simpfices formae P' ih usum yocentur, tan- 
iJeth ud hanc perveriretur aequationem X^^J — A^*^) y, quae est ipsa 
integralis desiderata. Cum autem hic futurum sit 

(a-hO(P-^i;(V-t-0....(yH-0' 

evidens est denominatorem nasci ex forma j^, si loco z scribatur 

unitas ; tum autem sumto z i: 1 , prima forma manifesto dat P i: A , 

ita ut denomihator iste fiat ^ jj j ideoque A^^^zziN, qnod ettam 

inde patet, quod omnium aequationum ultimi termini habeant eun- 
•dem coefficientem N, quo ergo in postrema •integrali ipse primus 
terminus. y debet esse affectus. Deitide vero est 

ubi cum numerl a, |3, y, etc. utcunque inter se permutari pos- 
sunt, integrale quaesitum etiahi hoc modo repraesetitari potest^ 
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. • • • . . . , 

Corollarlum !• 

r 

1239. Totum ergo negotium hnc redit, ut forma idgebnlibft, 

PrAH-B(z— i>+-gcs--l)(3— 2)-+-D(«— l)(«--2)(a— 3)-f-etc; 

in 8U08 factore8 simplices resolvatur, quibu8 inventia ut sit 

P = N (a -i^ z) (f3 -f. 2) (y ^- «) (^ H- «)\ 

hinc integrale quaesitum facile exhibetur^ et quidem pro factonmi 
varia perrautatione pluribus modis, qui autem omnes eundem valo- 
rem exprimunt, uti ex sequentibus clarius patebit. 

Corollarium 2. 

12 40. Cum haec forma integralis inventa tot involuat inte* 
grationes^ quoti gradus fuerit aequatio diflTerentialis proposita, toti- 
dem quoque constantes arbitrariae ingerentur, quemadmodum indo* 
les integrationis completae postulat 

S c h i i n. 



1241. Quoniam integrale inventum pluribus integrationibus 
est involutum, ad usun\ faciliorem conyeniet hanc formam in partes 
resolvi^ quae singulae unicum tantutn signum integrale contineant 
Hanc autem resolutionem simili modo instituere licet, quo supra 
sumus usi, atque hic quidem totum negotium ad hujusmodi formu- 
lam revocatur 

* t 

quae manifesto ita reducitur, ut sit 

ubi tamen observandum est, ;i fuent mxn, peculiari reductione 
opus esse, hocque casu fore 
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Hac ergo regnla utemur !n ifedolutione sequentium problematum, 
qiubua ^ucceMive omnes gradus differentialium percurramus^ prae- 
termisao ciuidem gradu prlmo» cum aequationis 

P.*=A-t-N(z-. l)=:N(a-f-«), 
nitegr*ld sit 

^od nulla reducttofne indiget. 



Pr o b 1 em a 16f . 
1242. Froposita hac aequatione differentiali secundi gradus 

eju$ integrale per formulas intcgrales simplices evoluere. 

S o 1 tt t i o. 

Cum sit " . 

P=:A-i-B(«-: i)+ N (z — DXz — 2), 
statuatur 

Pzi:N(a-4-«)(^-h«), 
eritque integrale per methodum praecedentem inventum N y r: Xf^ 
existente 

quae forma eiroluitur in hanc 

aicque erit " ' •'j'^«" 



N I, = -^--j-/x . X a . + -^/0=* X d .: 



C A P U T y. 411 

♦ ■ 

Hlno autem caswn excipl oportet, quo ^zzet) tuB|..enim.^fit, .^. 

pro hoc igitur casu habebimus 

.. . Nt^ — ^-«-' (/a:/ar«Xd.:? -/«-.^.^l^/a;); , . 

ubi quidem prior forma praeferenda videtur. ,,,; ., ....'.^-f; 



i^ 






C or olla r iu m J. 

1243. Si atnbo factores simplices sint imaginarii, pauftliri: ' 

(a -+-^ (f3 -h «) ^//'4-v.i^.A <?o»-.f -# ^ »,. ' 
eritque ■ ■ • ... . c.\ f .. . " ■ ■ t.,', r 

a =/(cos. ^ + )/ — 1 . sin. ^) :<* ,..=',. 

j3 :=;/(co$. — )/ — 1 . sin. ^), 
indeque ' • 

^ — (tzzz — 2 /"j/ — 1 . sin. Q. 
Tum vero 

. ■ ■ f ■ ; 

x^^ irrrc--^^^^^-^ [cos. (fsin.$lx) -.|/— 1 . sin.C/sin.^/a?)], 

quae formulae mutato signo ipsius }/ — 1 ad rt^ ct a?" ^ firansfe-* 
runtuF. • 

Coroilarium 2, 

1244. Ponatur brevitatis gratia angulus 

/sm.$lxz:i(b, 

"»•-•/.,.•-•■• 

et iacta substitutibne habebimus 

x-/'*'>^|(cos. (p —/-T 1 . sin. <^)fx^***- » X a ^ (co8.({)-t-j/— 1 .mxJ^) 
^^ — 2/>/ — X . «in. d 1 ! ' 

^-/coi » ^cQg ( p ^ yC 1 . sin. ^)/xf "*>'■* Xdx (co8.CP->-/~ 1 .sin. 0) 
H- ..'. 2// — 1. sia^ " ' 



^i^a CAPUT V. 

obi pflttes imaghiftrlae 86 «ponte destmnnt, fietqne 

Vxifz— (sin. ^fx^ *«• • X a a? cos. 4> — cos. ^fx^ "*• * X dx 8in.0). 

Corollarium 3. 

1245. Fbrma ergo haec realis modo inventa aequivalet illi 
hnagiaaria implicanti 

p — (t <t — ' p 



(a + z) (p ^- ») =//.•+- 2 /z C08. ^ -f- z i^, 

poaaturque ^zi:/8in«^/a7, quae reductio semel facta etiam in 
sequentibus usum praestabit 

* 

Problema 16 8. 
1246. Proposita hac aequatione dlfferentiali tertii gradus 

Bxdy , Cxxddy , N x3 d^y 



ejus integrale per formulas integrales simplices evoluere* 

S luti o. 

■ 

Cum hic sit 
P 1= A H~ B (z-1)^ C (2—1) (^-2) ^ N (z- 1) (z-2) («~3), 
ponatur 

P rz: N (a -+- z) (/3 ^- z) (y -+- ^), 

ct cum per integrationem generalem prodeat Ny — X''^^, notetur 
esse X""^^ — x~ '^ — ' /a?'^ X^"^ d x , siquidem valorem ipsius Xf^ ex 
binis factoribus a-^ z et |3 -4-* z jam invenimus ; hinc enim per 
problema praecedens babetur 

X//— ^ — 



fa^Xdx-] -——/x^lLdx: 



j3 — « -^ ' a — p 



• • 



•■« 
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unde colligitur » — ^* 

03-a)(V-a) (P — a)(Y — «) 

(a-f3)(Y-p) (a-fj)(v-^)- 
Est Ycro 

(P — a) (7-^ "+" (a — P) (7 — P) — (a —7) (P — 7) 

quod quemadmodum cum per se liquet^ tum vero ex Theoremate 
§. 1169. f demonstrato perspicitun Quocirca integrale quaesitum. 
ita obtinetur expressum 

"*" ^ "" ((3 -a) (V — a) ^ (a— ^) (Y — p) ^ (a-v) (|3- Y) ' 

Coroiiarium i. 

1247> Si forma P dfios habeat factores aeqnales, ut slt 
^ 1= d , quia tum est 

X^''='a;--«-'/^/a^Xd«, crit 
xyX^^dxzz^^^—J-y^fx^Xdx^^fxy^^^dxjx^^Xd^» at 

fxy-^-'dxfx^Xdx-- — ""'/x^Xdx-^^-^JxyXdx; 

y * 

unde colligitur 

Nxj/=:.^--^/*/a:«Xaa:--^-^ 

V — a —•^ (Y--a) (y-oLT 



Corollarium 2. 
1248. Similis forma oritur, si sumatur y =^ P^ tnm enim fit 



t 
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prins membrum induit hanc formam 



« (V — (3) (y — p)' 

posterins vero evolutum istam 

^(V-(3) ^ ~y^ 

sicque valor qnacsitus casu ^zzza concluditur 

ar^Oxfx^Xdx^fx^^Xdxlx) ar^fx^^Xdx 

' y-^ TT— • 8CU 

Y— a (Y-«) 

X " rdx /. „ ^ xf 



LrJ^fx^Xdx^-;^^^ 



y — oj X ^ CV ■— a) 

cujus formulae posterius membrum, quod in vitiosa illa methodo 
erat omissnm, inde resultat^ quod hic ad discrimen inter exprestio- 
nes y — a et y — |3 respeximus^ quam necessariam cautionem 
j^upra negleximus. 



P r obiem a 169* 
1262. Proposita hac aequatione differentiali quarti gradut 

ejus integrale per formulas integrales simplices evoluere. 



S o 1 u t i o. 

Formata hinc expressione algebraica 

P = A + B (z- 1) -+- C (z- 1) (2-2) ^ D (z-i) (2-2)[(z-S) 

H^ N (2 — 1) (z — 2) (s — 3) (» — 4), 

statuatur 

P = N (a + z) (p 4- ^) ( Y + ^) (5 + ^) ^ . 



/ 
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et pcr praecepta^ geifefalia est 

«quidem X""^^ ^ trilMia.-prioribus factoribas determineturi qnemad* 
modum in probltraate t>raecedente est factum. Valorem scilicet ibi 
pro H X y inventum hic per a;° ~^ ' d a; miritiplicafi -oportet , unde 
oritnr , •' ' 

(|3 - a> (Y - a) (d- a^ (|3- a) (y - a) (5- «) 

(a-p) (Y-p) (5-^ "" C»*-P) (Y-P (5-P) 

(«-r3(^-^)(J^ "^ (a-Y)(f3-V) (5- V> 
ubi ob rationcs snpra dffficm^tratiifr.^ttreerrpp^equ.^tera^ ^oales- 

fx ILdx ■ ' ~ . • ..-.,->' •( , 

ownt in -1 v — ;: — ? ^t k» ut 8it mtec;raid quaesitum 

* ^ "~(j3-a) (Y-a)"(5-a> '^ (o^-^ |3) (y — (3) (5 — (3) 

X— y /»> X a a? . X— ^fx^ Xdx 

« 

siquidem '6mnei9 fac^pres sint inter se ihaequales. Xasus autem 
quibua duo pluresve sunt aequalesi in coroliariis ercplorabimus. 



T» 



. 1 '. 



Corollarium 1. 

* • .•■•■. 

1263. Si. foerint duo factores aequaies. nempe Szzy^ seo 

Sl Slt ^ 

cr.jS2L"Vt:<. iF'z) fp 4- 4) (V + -)• 

cx eadem forma pro - K^^^^^Vnite iarentt o^jyttuC iatd(tra)e^ hl 
Tol. II. 65 



• • • • 



4tt 



Hxy 



C'AfV7i¥o 



a:— "«/a;"X3x 



a?~yja^.^^j?^^,„ .,., 



«i»~:=^ 



Ibi 



+ 






(^-i3)(v~l3)^ 



i. • i 1 ■■ 




(ct— v)(P — v) V . 

•Mgtitwa ita a:epqtesentauri -posaunt 



4 






. ■■• •" ■ 



^ 






« » 



kkoqt» S = Y=::;p, ex fonnaU §. 1248. idVMI* d^gtinr 
S"f**« ... 



inte> 



(P - «y^ 



^ 



Corollftrinm 

tSSS» S oaiMS qtttnor fiM^tores 
P=:K(«t -4^s)S exisifine S 
«t Ibcm pio tribos «eqjitlilMK §^tS49 




«t ik 




^ "^ 



« 

Corollarium 4. 
12S6.- Si habeatur 0±r a et 5±ry, .ut bim ftictorei sint 



► > 



:/a«X ax + -^— ^XaarM- -— - 



«... 

# « 



/i^t*^Vra*r/uk*^Xd'a?=:^^/a;«Xdx *— /a;YXd« 

eontrahitur in banc formam 

(.y-otfJ x^ (y-a)v x^ 

2 a?-« ' ■ ' '2ar^ . * 

7 Xz/X^ Xd X — 7 -rr f X^ XO X, 






'-' • r ^- ? • 



ProbhcmS ^fTO/ 

. II • U J ■ 

1257. FcoposkiL . ba^ jBcquatione 4ifferqntia1i quinti gradi 
18 integrale pfr^i()RiMiia9>ifiEteg£ale9 |M^[Uic€a«jeToluer&i 



; ' . - '♦ 



• 



Com hic sit ^ntitiM ^djljgebrAJea Tomiatia 
P=:A-4-B(»~l) + #(»(—. i|y(» --i-a) 

. . . •'hN<65— xtXi^-^^>-$Bi-.;9i) (» — 4) (« — «) 



• • * # 



.12.0 



CAlfU?;^. 



i ) 



statuatur , 

P = N (a^z) 03 + *) (y -»-.*X5 -h- 2) Cf ir «)k , . 
ac Sihl fadtojres. omnes 8iiit intcr 8e. iDaecmale9«ex«ixitei[raC/pn^ 



cedente noTam institttcndo iintegraUopesi. .prpdtbk jintegr§le^.^qil§^. 
iitom 

= G3-a)(Y-a)(5-a)(e-a) 



Nary 



1 




(a-p)(v-p)(5-f3)(eH3) 
[a-5) (p^5) (v— 3) (e-5) 

.^TP) 0^-0 (v-<) (^) * 

Casus quo duo pluresve factores sunt aequales, in corollariis evo- 
luemus. . .. . . 



aryfx * Xdx 
(*-Y)(P-V)r5 -V)(«-Y) 



' ik 



C or 1 1 ar lum i. 



j 



1258. Si fuerint duo factores aequalea,'ut sit' 
P — N (a •+'x) (j3 -:H «) (y -»- ») (5 -t- a)*, ideoque e = 5 



ei praecedente problemate coUigitur integrale 

- a) (v — *) (5 ~ia)* 



Na?y 



+ 



CP- 

ar^fx^-yidx 



.*. 



4» 



V«*5Cd«: 



+ 



( 



(a-p)(V-f3)(5-p)" 
srffx' X a ^g' -^ ir^fx^ X 3 a? 

(«-^5)(p_5)(y_TS)>: . : 



r — 
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-S— 






ez coroUarU xlv prbbt^^matis praecedentis ^HigiHtt v t 



«•MMM 



^ r (f|8 -^ «^ (-$> — a)* V i^^eOty^ay 



« < 



■:.•. 



5*-r7)-^<p:rJ^'^ ■' ■ • ; 



/ ^ < 



Coroll4rs 



tim 



3. 



:8jn5 ;a<^ale8 

4 



a;-«/a;«Xa'ar ^ x'P]rx^X.dx " je-^f-^fx^X ^ 
(^ — «)* (f3-a)V , (fl — «)«. 






•,. I 



« - • .-* 



* -* 



. (f3— a)" • , . a — p 

Ac ^ <i:inne.8^ quliique .sllit .inter se aeqtiideji 'aett 
' , -% r= N (a -4- «)* , erit integrale 



Corollarium4. ♦ 

1261« ' Si P liabeat dmxs factores quadratoai: ut eit, . - 
P=:N(a^^«)C|3-+-if)*(y •^*»)^^ Weoqne 5==y:et 8^p, 



X ATTJTA V. 
. 1263. integrt)e,nTndiictidbboneoettaria facta, 

.1. »... {? t - r 7 ; r^ T '-> v 



^TOBtflbn 



f 



iM,.t-ll2Ei:.-xoJligitBr-:iaUgif«V - , ' - 



>* :....•.■ ; r-^T^y)^-'- a r^«!*" v)* 



(a - Y>' 

5 c n o 1 1 o n. 
1263. Ex his lonnaTis p&rain con&tat, qnemadmoauni eas 



tilteriutf*'')>itar nii9taii>fairtonnnt<irihnevta6cdtmlAMmrfr (iportet^ **ai quidem 
c| tfiutofmnf aliqt&t ^iiitor ?«e ,fter)ift< af)fAlde»iF> ^fB^gr^liuttt Mbim yartes^ 



.CAPUT J. ^ 

qiiae fiictoribas miiitc(a^\i9% T^tifoaiiitfjtj^ 

Quae autem^ i^ctibm^aiqu^ibn» resppndent , adhibita certa reductione 
commodius eipruft i ' ptoflBuWt.- V Y^luti pro jcask corp naLidu" ^l^ g i bn- 
Titatis graiia ponatii):- tti*— 5zr:p, ^- — 5-tS ^'"Ct,)'^/ •^ori r , 
fonpa arjf/;?pJj^^i^?,ducta est in . r v.. ^^ y; 

fa — r) qqrr-\-{r — ») f> f> r r jf- (f> — 9^^-»4<t: i ^,- 



cujus (ractionis numerator est ' 

^i-.i -!-^- 'i ■'' . •-'• ■■ ■ ■ \ ■ ■ 

— • CP — -7) (^ — rr(r —p-) (p q-^pr-\^gty, 

Ua ut haec fractio x^catiiE ad .istam 

Qjdand» «t^ «8( 

integra]e*ita ae habbt 

S*XtfZ—- 



• . \ • « 



J-a)(vt«)(5f^ ^Or-r^Xr^^-s^JeMy} iji*r>i3^Vf»(^V 

• > 

Pro casu a#em jJSrsl M <cc -+- *) (3 -^ *> XV-:-^ *)^ ' tithpbitur 

— -- ^ . - -— . . ^^ ^j^ ^ .^^ '*• ■■ -^ -^ » 







^(a-v) (P-V:> V'»-V)'^<a-«v)^i^-V)7fi§i(T;^ 



tAVVtlV. 










- -/~".7*--^p * a-P^^ a--^ *(«— ^y 

At ^•»ro csisu^ P p:_(a.-4^») ((3-|-«)* (y-f-z)' integrale ita se 

'''^=(f3-.«nv^*y^(a:^i3)(v-.p?:. ;. 

(«-f3) (v.'-p>^V^"^ v-^/ ^5f^ 03 - v)* 

^ ""(a^ V) (f3-,r)'U- V <3-.v/ - 

'» Deiuqtte •pTO."-cft«u P —•N'(a«rf-»>"(V H-*)* *•* . '• ■ . ' 
' ■• >x-'f^/x'Xdx ar«/x«Xaar '.'3' 



. (v-«)f Cv-ra)* v;~ 



( 



(a — y)» ;. . (a — Y)» <:*«-- V 

x-y/xy xdx .3 

: (a — y)* *(«— V)" '. .- 



^iumIa ibdoles j:hiirum 



patet partem integraps exaliquot factoribus oriundam hon pendere 
, %\f fte^uaUtate -retiquomm. Quocirca jam pn^leAA generale ag- 
'grddl tft^ebit.''-; " ' '^ ■ • ' :. .- <-- ^ 
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Problcma 171. 

126 4. Proposita aequatione diflTerentiali cujuscunque gradus 
hujus formae 

\r_. ^Bxdy Cx^ddy Bx^d^y Na:*d«t/ 

ox dx d^ dx^ 

ex qua forma algebraica hac lege formata 

.. . -f.N(s-.l) (z~2) (- — n), 

omnes factores habeat inter se inaequalcs ; valorem ipsius y com- 
plctum per formulas integrales simplices exhibere. 

S 1 u t i o. 

Sint primo formae P omnes factores simplices reales 

Pz=:N(a^s)(p + z)(Y + s) .... (i^H-z), 

factorum numero existente =in, et ex antecedentibus patet, ex 
quolibet factore nasci integralis partem. Ad has partes inyenien- 
das, eliciantur sequentes valores 

10 posito z=: — a sit 5C=:— ^— , seu Stzii-J, 

2.) posito s — — f3 sit © ni Qzn^y seu © — ^— j 



3.) positos^ — 7 sit ^zz:-^, seu (£ — ^-, 

eic. 

Cum igitur sit 

(|3 — a) (y — a) (5 — a) (v — a) zz J, 

littera N cx superioribus formis per divisionem tollelur, fietque 
integrale quaesitum 

cjuoad singuli factores fuerint exhau^ti. 

Vol. II. 5 4 



>i 



4.^6 CAPUT V. 

QuoJsi jrtm forma P factorcs hnbcat imaginarios, partiura 
iiKle uitan.: u imas^inariarum ad rcalilaicm rcductio scqiicnti modo 
itisrauclur. (^uonlam bini factorcs simpiices imaginarii praebcnt 
lUctorcm dupl.ccm rcalcm , ponamus 

(a 4- :^) ((3 -+- z) —//+ 2/5 cos, d + z 3, 

ita ut sit 

a ir:/(oos. ^ -4- ]/~ l.sin ^).et ^tzz /{cos. ^ — "/— l.sln. J), 

undo primum valorcs literarum 91 et © dcfiniantur, qiiarum cum 
utraque dcrivctur ex forma ^ , illa posito szz: — a hacc vero 
posito Z1ZZ — [3, in ipsa forma ^^ loco z ubique scribatur 
— /(cos jj 4- )/— 1 . sin. ^), 

prodcatque ^^-»-£1)/ — i* Ac perspicuum cst fore 

9(=:^H-Cl/— 1 et »1=^ — CL)/— 1, 

ubi notandum cst, quantitates ^ et £1 esse reales. Deinde cum sit 
^tn + nV - I — - ^w^ii/- 1 . rx — ^OT J-C08. (n/ar) -i- -+-•/— 1 . sio. (ii ia)]^ 

si brevitatis crgo ponamus angulum /sin. ^ /a: izz (|>, erit 

x^^zzix-f'^'^ (cos.Cp -4-/— 1 .sin. Cj)), 
x-« =: a;~/^°^-^ (cos. Cj) ~ / — 1 . sin. ([)), 
a-P — a/ ^<>- ^ (cos. (p — / — 1 . sin. ([)) , 
a;- P — a:-/^<>^- ^ (cos. (J) H- / ~ 1 • sin. ([))• 

Quare pro binis partibus 

ob SISB=:^^4-£1£1 habebimus 
ar-f'^' » ( (9>— £1/- 1 )(cos.(I)-/- 1 .sm.(p)fxf'^' *(cos.(I)h-/- 1 .sin Cj))Xda: 



oa 



I 
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quae forma ob partes imaginarias se tollentes reducitui' ad hanc 

{ '2 x--f^"-^ (^ cos. <j) — £> sin. (P)/x-f'""-^ Xdx cos. Cp) 
}-\- 2 x-^""' * (O, cos. <P -h^ sin. (P) /a:/"*-* Xd x sio. 0( , 

Talisque forma ad integrale accedit, quoties forma P hujusmodi 
habet factorem duplicem ff-\- 2 fz cos. ^ + s s. 

Corollarium 1. 

126 5. Etsi autcm factorum siniplicium ipsius P quidnm sunt 
imaginarii, eorum qui sunt realcs evolutio inde non perturbatur, 
sed ex singulis partes in integrale infcrendae a natura reliquorum 
fuctorum minime pendent, 

C o r 11 a r i u m 2. 

126 6. Pars integralls ex binis faotoribus Imaginariis seu uno 
factore duplicl oriunda aliquanto succinctius repraesentari potest^ si 
ponatur 

^ zn O cos. ^ €t £1 = O sin. ^, 

sic enim ca fiet 

^ x-/ ^«^- ^ [cos. (<^ ^ 0) fxi^^' ^Xd^x: cos. Cp 

H- sin. (^ ^ C|))/a/^<'^- ^Xdx sin. <|)] , 

ubi ^ ct sunt anguli constantes, ^ vero variabilis ob ~ 
/*sin. $ . l X. 

Pr o b l e m a 172. 

126 7* Si pro aequatione diflFerentiali in praecedente proble- 
mate proposita quantitas algebraica P inde formata duos habeat 
factores simpliccs aequaIcS| integrstlis partem inde oriundam invc- 
stigare. 
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S o I u t i o. 



In forma ergo ante exhiblta 

P zz: N (a -i- s) QS -+- s) (y -H s) 5 -*- 5) etc. 

ponamus csse |3 zzi a, quoniam vero tum uti-aque integralis pars 
oritur infinita, altcra signo -}-, altera signo — affecta^ ita ut 
junctim sumtae partem constituant finitam, ad hanc eliciendam sta- 
tuamus ^zizoL — 0), dcnotante ci3 quantitatem evanescentem , eritque 

S( = ~ N 03 (v — a) (5 — oL)(e — a) etc. et 
S3 =:+ N 0) (y— t^) (5 — P) t + P) etc. 
Ponatur jam 

ut sit 

Q ziz N (y -f- z) (5 H- s) (g H- z) ctc* 

ac manifestum est fieri 

S( zz: — 03 Q , posito z zn — a et 

25 = -t- 03 Q, posito znz — ^zzz — ^-f-cu, 

unde intelligitur valorem ipsius Q posteriorem excedere priorem suo 
differentiali dQ, si fiat 

zzn — a et ^szzo), 
ita ut sit 

© = 03 (Q + 03|^), posito z zz: — a, 

hincque 

- — — 9.5, existente =• — 



tum vero cum sit 



a:Piz:a;«a;-«zra7*(l— a>/a7) ct a:-P =: a--*(l -4-03/i), 
binac partes iutegralis quaesitae erunt 
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ubi cum mcmbra per co divisa se destruant, resultat 



seu 



siquidem tam in valore ~ quam in 5^ ^ • j^ ubique loco z scriba- 
tur — a. Cum vcro sit Qzz: .^ . v, , hi valores inde facile invc* 
niuntur. * 

Corollarlum 1« 

1268. Quodsi ergo quantitas algebraica P ex aequatione dif- 
ferentiali formata factorem habeat quadratum (c^-hs)^, inde in intc« 
grale transferenda est haec portio 

posito z~ — a; dum si hic factor cc-hz cssct solitarius integra- 
lis pars indc oriunda foret 



^^^x-^^fx^Xdx, posito z 



Corollarium 2. 



Cl' 



1269. Cum sit Q=:~j^^, casu zr — a fiet Q::^; 

vcrum quia hic ipsi z jam valor dctcrminatus est tributus, 
hinc j eolligerc non licet, scd prima est utcndum qua fit 

— ^^ ^oH" «jla g^ ' ^^•'^^ fractionis cum numcrator et deno* 
minator casu zziz -^ a cvanescat, crit pro codem casu 

aO ( a + g)a3P — dzd¥ (g -4- z) 33 P djj^ 

dz 3(a-H»)«d»» ' 6(a+»ja»» 6d»** 



ao 
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Corollarium 3. 

1270« Hoc valore invento, quia cst eodem casu szn — ^, 
quantitas Q = -^-^ cnt 

I -s I ad z -\ i^ 

da ^* o" — ^3 " ^^' adp» 
cx quibu.s formulis, si factorcs ipsius P non sint cvoluti, parles 
intcgralis facilius repcriuntur. 

Problema 1 73. 

127 !• Si pro aequatione differentiali praecedente quantitas 
algebraica P inde formata factorem habeat cubicum (o5 + s)-', inte* 
gralis partem inde oriundam inyestigare. 

S o 1 u 1 1 o. 

Ponamus ergo esse 
P n: (a -+- :3)^ (Y -H i3) R, cxistente y nr ct — (o , 

vbi (a pro quantitate eyanescente assumitun Quod ergo ante erat 

Q, id hinc fit Oz:Cy-hs)R, et facto z = — «, erit Q- — oj R, 

81 etiam in R ponatur z zi: — «. Deinde cum sit 

d , (7 H- «) 3 R -D <«» 3 1^ 

fN — — xC -4- ^ — 5 xt 5: — t 

eodem casu «rit 

d»^*Q «wR^wRRd» xuw*r" w 3» ^ * r" • 



Qttocirca ex factore quadrato (a -I- zy pcr praecedens problema 
ftaee obtinetur integralis pars 

cUjtis ambo membra in infinitum excrescunt ob (0 rz: 0. 
Adjieiamus autem partem cx tertio factore 
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oriundam, quae ob rrr-— (ct -i-zy R est 



■ 

Quod si jam R ut anle is fuerit valor , qui oritur posito z ZZZ — cC^ 
augendo hunc valorem parlicula o), loco ^ scribi debet 

81 quidem valorem z zz: — cc et hic retinearaus : unde haec intc* 
gralis pars ob a -f- 5 ~ 03 crit 

sicque manifestum est, illum ipsius ^ valorem usque ad secundam 

potcstatem ipsius ca continuari debuisse, atque eadem lege hic altc- 
ram partem x involuentem exprimi conveniet» Ad quod observo^ 
si habeatur hujusmodi formula x^ fx"^ \dx secundum potestates 
jpsius 0) evoluenda, id hac ratlone commodissime fieri, Fosito 

t;:=a:^/a?-"Vc)a?, ut sit x-^^vzzz/x-^^Ydx^ 

erit differentiando d v — "'^ zziYdx^ quare posito 

i;zizT-f.a}Tr4-a}^T''^-+-Ci)^T^^^+ etc. 
habebitur, terminos secundum potestates ipsius gj disponendo^ 




ideoque 

T =/ V d X , T^=/^/ V D ar, r'' zLj^f-}/'^ d x, etc, 

Consequenter cum ia applicatione sit Y ziz x^X^ ciit pars intcgra* 
lis ex factore y -f-znia — 0)-+-i5 nata 

4- «•/r/T/*' X a »), 
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qua cum parte ex (a -f- zf nata junctim sumta , omnia membra 
infinita se mutuo destruunt, et pro quantitatis P — (c^ -f- 3)^ R 
factore cubico (a -<- s)^ in Integrale ingreditur haec pars 

si modo in quantitate R ~ /^ ■ ^3 ubique sci^ibatur z ~ — :?• 



Corollarium 1. 

\272. Methodus in solutione hujus problematls adblbita facile 

ad quotcunque factores aequales extendi potest. Si enim fuerit 

(a -4- zy^ 
(a + s)'^ factor quantitatis P, atque in hac Iractione 

suisque differentialibus, postquam fuciint evoluta, ponatur s n — a, 
partes integralis inde natae ita se habebunt 



Factor 
quant. P 



Pars 
integralis. 



a -^z 



a-f-» 



x-^^^/x^^Xdx 



Cct -H sy 



^-^^-^x--f^/x-Xdx 

^dS-^^.x-yx^^xdx 



(CC -+" z) 



^^-«/r/l^/^xax 






Corollarium 2. 

1273. Si foerint duo pluresve factores dupfices inter se aequa- 
les , sumtis 

CC =/ (cos. $ -♦- |/ — 1 . sin. $) et 
P =/(co«. ^ — |/ — 1 . sin. $) , 



CAFirr r. 
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f artes pro (ct -h z)* ct (j3 h^ z)^ seorsim evolutae methodo «upra 
idhibita non difficulter conjungentur, et acl realitatem reducentur. 



S c h o I i o n. 

1274. Simili methodo, qua hoc caput cst pertractatum , in 
cvolutione capitis IIL hujus sectionis uti oportebat, neque tum ullum 
periculum in errores prolabendi fuisset pertimesccndura. Superflfuum 
autem nunc foret, errores ibi commissos hic emendarc, cum non 
aolum metKodus plane esset eadem, sed" ctiam aequatio hic tractata 
facile in formam ibi censideratam transmutari queat ct vicijisim. 
^uodsi cnim in aequatione capitis IIL 



X 

statuatur x 



Rdy , Cd^y . nd3y , Y.d4y 
dx* ^*^ ^x* 



Ivj ut sit dx 



V 



— , functio auten> X abeat in fun- 

ctionem ipsius v quae sit V, proveniet aequatio ejus- formae quam 
hio tractavimus. Dum autcm ibi elementum d a: pro constanti est 
habitum^ ad hanc conditionem cxuendam ponamus 

d ynzp^ Xy dpzzzqd x^ d q zn rd x^ d q zizsd x, etc. 
ut haec aequatio resultct 



X 

JTunc 
sumto) 

P 
9 



— V: 
autem 



ob 5 o? — — adipisciraur. 



E 5 H- F / + etc- 
elemcnto '^v constante 






dp 
dx 

Bx 



v_£y 

vv d d y 

dv* 
v' B^ y 



dv^ 

d r v^d^y 

d X ~" dv^ 

d ^' v^d^ y 

dx dvS 



m, o y f ^ o^ y 



dv » 
Zv^ddy 

6v3 33 y 
~dv3~ 
lov^d^y 



I vdy 
* dv » 



l w d^y V d y 
95 fJ^ a^ y 



dv^ dv3 

Qjiare aequatio inter v ct y erit hacc 
VoL IIl. 



4- 



dv ' 



dv' 



vB y . . 
-K--, ctc. 

ov ^ 
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— A *. ll_ ^^9* , Cvvddy . Iiv3,d3y Ev*9*y . rv*B*y . 

C -+- 3 D- H- 6 E -+- 10 E 
D -H 7E -+-25 F 
+ E H- 1.6 F 

eujus integrfttionem hic docuihmsi Tknpriinis autfem notandum tac 
quantitatem algebraicam P hinc fgrmandamr 

P = A-F (B -4- e -j- D H- E -+- F> (3 — !•) 

-H (C -t- 3 D-f- 7 E -♦- 1-6 F) (2 — 1) (z— 2) 

H- (©'-4- 6 E H- 2-6^ . F) (a — 1.) (a— 2) (■« — 35 h- etc;. 

ad' hanc formam reduci 

P zz: A -H B (a — 1;) -f^ G (z — 1)* n- D (s — lO' -<- E (z — • l )*' 

H- F (s — 1.)* H- etc. 

quae- qnantitas algebraica ab* iUa^ qua. in oapit» IIL ad integratio- 
nem sumus u&i, hoc tantum differt, quod ibi littera z id quod hic 
fbrmuia z — 1 exprese&imus ; ex quo etiam ambarumi inlegratio» 
' facillime altera ad alteram reducitur. 

€ n c Tu s i o libLri primi. 

iZJi. Atquc haec fere sunt, quae ad Iibrum primum de* 
eal6ult> intcgrali pertinere sunt yisa> ubi methodum' tradere institm, 
functiones unius variabilis ex data quacunque difTerentialium cujusr 
que ordinis relatione investigandi ; quod opus mihi- equidem ita per— 
tractasse videor., ut vix quicquam eorum, quae adhuc de hoc argu*-- 
mento ab aliis sunt inyenta< ab aliis sunt: inyenta. et in 
allata^, sit graetermissum^ . 
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